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Нечеткие множества (Fuzzyset) начали изучаться с 1965 года. В дальнейшем нечеткая логика и теория 

нечетких множеств получили развитие при применении ряда программных средств. Мы покажем, что не-
четкие множества можно использовать в геометрии пространств Банаха, а, следовательно, в векторных про-
странствах, используемых в экономике. В частности, в работе введено понятие нечеткой слабой локаль-
ной равномерной выпуклости, определена нечеткая слабая сходимость, доказан ряд теорем, теоретически 
обосновывающих использование теории нечетких множеств применительно к банаховым пространствам. 
Проанализирован ряд примеров использования теории нечетких множеств в экономике, в том числе как ин-
струмента, позволяющего преодолевать ограничения таких традиционных методов моделирования анализа, 
как задача линейного программирования, регрессионные модели, модели множественного выбора и другие. 
Имеющиеся многочисленные положительные примеры использования методов теории нечетких множеств 
и нечеткой логики применительно к экономическим приложениям требуют теоретического обоснования 
и применительно к их базовому пространству – пространству Банаха. Проведенное исследование показало 
возможность введения понятия нечеткой слабой локальной равномерной выпуклости, определения нечет-
кой слабой сходимости. Доказано, что любое банахово пространство обладает свойством нечеткой слабой 
локальной равномерной выпуклости в эквивалентной норме для всех его сепарабельных подпространств, 
а также установлены случаи, когда банахово пространство обладает свойством нечеткой слабой локальной 
равномерной выпуклости в эквивалентной норме для несепарабельных пространств.

Ключевые слова: нечеткие множества, нормированное пространство, банахово пространство, нечеткая логика, 
применение нечетких множеств и нечеткой логики в экономике
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Fuzzy sets (Fuzzyset) have been studied since 1965. In the future, fuzzy logic and the theory of fuzzy sets were 

developed using a number of software tools. We show that fuzzy sets can be used in the geometry of Banach spaces, 
and, consequently, in vector spaces used in economics. In particular, the paper introduces the concept of a fuzzy 
weak local uniform convexity, defines a fuzzy weak convergence, and proves a number of theorems that theoretically 
justify the use of fuzzy set theory in relation to Banach spaces. A number of examples of the use of fuzzy set theory 
in economics are analyzed, including as a tool that allows overcoming the limitations of such traditional methods 
of modeling analysis as the linear programming problem, regression models, multiple choice models, and others. 
The numerous positive examples of using the methods of fuzzy set theory and fuzzy logic in relation to economic 
applications require theoretical justification in relation to their basic space – the Banach space. The conducted research 
has shown the possibility of introducing the concept of fuzzy weak local uniform convexity, the definition of fuzzy 
weak convergence. It is proved that any Banach space has the property of fuzzy weak local uniform convexity in the 
equivalent norm for all its separable subspaces, and also cases are established when a Banach space has the property of 
fuzzy weak local uniform convexity in the equivalent norm for non-separable spaces.
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Приведем классическое определение 
нечетких множеств. 

Определение. Нечетким множеством А на-
зывается множество упорядоченных пар вида 

<x, μA(x)>,
где x является элементом некоторого уни-
версального множества X, а μA(x) – функция 
принадлежности μA(x): X → [0; 1].

В работе [1] один из авторов показал, 
что нечеткие множества вкладываются 
в пространство банаховых сеток или бана-
ховых матриц.

Цель исследования заключается в рас-
смотрении некоторых примеров использо-
вания нечетких множеств, в том числе в гео-
метрии пространств Банаха и экономике.

Материалы и методы исследования

Элементы нечеткой геометрии 
пространств Банаха

С теорией линейных нормированных 
пространств можно ознакомиться в ори-
гинальном переиздании книги С. Банаха 
(на русском языке см. [2]). 
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Известно, что H-свойством обладает 
каждое локально равномерно выпуклое 
(LUR) банахово пространство. Напомним 
соответствующее определение:

Пусть X – банахово пространство и x, 
0( )nx X∞ ⊂ . Известно, что последователь-

ность xn слабо сходится к элементу x, если 
*lim ( ) ( ),nn

f x f x f X
→∞

= ∈ .
Определение. Банахово пространство Х 

называется слабо локально равномерно 
выпуклым (обозначается Х∈WLUR), если 
из условий 

следует слабая сходимость последователь-
ности xn к элементу x [4].

Определение. Сопряженное банахово 
пространство Х* называется слабо* локаль-
но равномерно выпуклым (обозначается 
Х*∈W*LUR), если из условий 

следует слабая* сходимость последователь-
ности yn к элементу y [3].

Введем понятие нечеткой слабой ло-
кальной равномерной выпуклости, ко-
торая есть обобщение слабой и * – слабой 
локальной равномерной выпуклости про-
странств Банаха.

Определим нечеткую слабую сходи- 
мость.

Пусть X – банахово пространство 
и x, 0( )nx X∞ ⊂ . Последовательность xn не-
четко слабо сходится к элементу x, если 

*lim ( ) ( ),nn
f x f x f X

→∞
= ∈ ⊆Γ .

Определение. Пространство X называ-
ется нечетко слабо локально равномерно 
выпуклым, если из условия 

следует нечеткая слабая сходимость после-
довательности xn к элементу x, т.е. 

Очевидно, если X нечетко слабо ло-
кально равномерно выпукло при Г = Х*, 
то получим обычное WLUR – свойство про-
странства Х. Если Х* нечетко слабо локаль-
но равномерно выпукло при Г = Х, то полу-
чим Х*∈W*LUR. Очевидно, что если Г ⊃ Г1, 
то из Х нечетко слабо локально равномерно 
выпукло при Г следует, что Х нечетко слабо 
локально равномерно выпукло при Г1.

В случае сепарабельных пространств Г 
вопрос о наличии эквивалентной нормы, 
относительно которой Х нечетко слабо ло-
кально равномерно выпукло, решается 
следующим утверждением, которое пред-
ставляет собой аналог теоремы Кадеца [4] 
и которое в другой формулировке доказано 
в работе [5].

ТЕОРЕМА 1. Любое банахово про-
странство X обладает свойством нечеткой 
слабой локальной равномерной выпу-
клости в эквивалентной норме для всех 
Г – сепарабельных подпространств Х*.

Пусть Т – произвольное множество. 
Тогда через ℓ∞ (Т) обозначают банахово 
пространство всех ограниченных веще-
ственных функций на Т с нормой 

Когда Т = N – множество целых поло-
жительных чисел, просто пишут ℓ∞.

Известно, что несепарабельное бана-
хово пространство l∞ не становится ло-
кально равномерно выпуклым ни в какой 
эквивалентной норме, тем не менее отсут-
ствие локальной равномерной выпуклости 
ни в какой эквивалентной норме не отменя-
ет нечеткой слабой локальной равномерной 
выпуклости в эквивалентной норме. Из тео-
ремы 1 получаем

СЛЕДСТВИЕ 1.1. Пространство l∞ 
обладает свойством нечеткой слабой ло-
кальной равномерной выпуклости в эк-
вивалентной норме для всех Г – сепара-
бельных подпространств *l∞ .

Более того, так как l1 – сепарабельное 
пространство, *

1l l∞= , из теоремы 1 получа-
ем для l∞ «вполне четкое» свойство слабой* 
локальной равномерной выпуклости.

СЛЕДСТВИЕ 1.2 [5]. Пространство l∞ 
допускает двойственную эквивалент-
ную слабо* локально равномерно выпу-
клую норму.

Среди банаховых пространств одним 
из наиболее исследованных является класс 
слабо компактно порожденных банаховых 
пространств (обозначается X∈WCG). Из-
вестно, если X – сепарабельное простран-
ство, то X – слабо компактно порожден-
ное пространство.
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Возникает вопрос: в каких случаях ба-
нахово пространство X обладает свойством 
нечеткой слабой локальной равномерной 
выпуклости в эквивалентной норме, если 
Г – несепарабельное пространство? В этом 
направлении можно доказать следующие 
утверждения, которые в другой формули-
ровке доказаны в работе [6].

ТЕОРЕМА 2. Пусть X*∈WCG (или 
X∈WCG). Тогда банахово простран-
ство X обладает свойством нечеткой 
слабой локальной равномерной выпу-
клости в эквивалентной норме для всех 
Г-подпространств Х*.

ТЕОРЕМА 3. Пусть X∈WCG. Тогда 
банахово пространство X* обладает свой-
ством нечеткой слабой локальной равно-
мерной выпуклости в эквивалентной 
норме для всех Г-подпространств Х.

Экономические приложения теории 
нечетких множеств

К банаховым пространствам относится 
векторное пространство, имеющее широ-
кие приложения в экономике. В экономи-
ческой практике приходится оперировать 
действительными числами, отражающими 
прогнозные значения, например, отдельных 
элементов денежного потока при оценке ин-
вестиционных проектов, экспертные оцен-
ки ожидаемого уровня инфляции, цен на сы-
рьевые товары, доходов и т.п. Учитывая, 
что подобные оценки, как правило, не явля-
ются точными, в экономике все в большей 
степени используются нечеткие числа, не-
четкие множества и нечеткая логика. 

Волкова Е.С. и Гисин В.Б. выделили 
четыре укрупненных класса нечетких мо-
делей на основе природы возникновения 
неопределенности [7]: модели, исполь-
зующие нечеткие числовые величины 
(например, в задаче внутренней нормы 
доходности денежного потока в случае не-
четко определенных платежей); модели 
нечеткого управления на основе лингви-
стических переменных с использованием 
определенного количества правил вывода 
(используются в условиях высокой неопре-
деленности, когда приходится учитывать 
плохо формализуемые факторы или осно-
вываться только на экспертных оценках, 
например при исследовании влияния нор-
матива достаточности капитала на отно-
шение «банковские активы/ВВП»); опти-
мизационные модели (например, в задаче 
нечеткого линейного программирования 
нечеткими могут являться параметры мо-
дели или ограничения), логические моде-
ли, использующие нелинейные логические 
шкалы (например, при оценке аудитор-
ских свидетельств).

В исследовании Лебедевой М.Е. [8] на-
ходит подтверждение тезис, что методы 
теории нечетких множеств используются 
во всех основных типах моделирования 
экономических систем: эконометрическом 
моделировании; моделях общего эконо-
мического равновесия; имитационных мо-
делях; балансовых моделях. При анализе 
и принятии решений в ситуациях с высо-
кой степенью неопределенности прибега-
ют к когнитивному моделированию на ос-
нове интеллектуальных карт как способа 
представления мыслей человека-эксперта. 
В настоящее время после работ Б. Коско 
когнитивное моделирование осуществля-
ется на основе нечетких когнитивных карт. 
Как правило, в экономике к слабо опреде-
ленным ситуациям относятся макроэконо-
мические процессы. Рассмотренные Лебе-
девой М.Е. примеры приложения нечетких 
когнитивных исследований макропроцес-
сов в экономике России, осуществляемые 
разными исследователями, подтверждают 
перспективность использования теории не-
четких множеств в экономике [8].

Результаты исследования  
и их обсуждение

Теория нечетких множеств позволяет 
решать тот же класс задач, который тради-
ционно решается в экономических прило-
жениях. Однако вследствие того, что аппа-
рат теории нечетких множеств оперирует 
с понятиями, выражаемыми на естествен-
ном языке, то получаемые результаты ча-
сто оказываются более понятными, легко 
интерпретируемыми и эффективными, чем 
при использовании традиционных моделей 
с высокой степенью абстракции.

Обоснованию применения нечеткой 
логики к задачам оценки эффективности 
инвестиционных проектов посвящена, на-
пример, работа Тютюкиной Е.Б., Гиси-
на В.Б. [9]. На первом этапе экспертам 
предлагается оценивать показатели инве-
стиционного проекта в трех термах («низкое 
значение», «среднее значение», «высокое 
значение»). Затем на основе модели нечет-
кого вывода делается заключение о целе-
сообразности участия инвестора в проекте. 
При этом мнение экспертов учитывается 
более полно.

Оценочные суждения на основе методов 
теории нечетких множеств и нечеткой логи-
ки применительно к кредитному скорингу 
рассмотрены в [10]. Проведенное исследо-
вание выявило, что использование в кредит-
ном скоринге нейронных сетей и генетиче-
ских алгоритмов связано с определенными 
трудностями интерпретации полученных 
результатов, в то время как комбинирование 
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указанных методов с методами нечеткой 
логики допускает более естественное опи-
сание результатов вычислений.

Наибольший эффект от применения ме-
тодов теории нечетких множеств наблюдает-
ся при анализе фондового рынка. Например, 
в работе [11] на основе данных 250 междуна-
родных компаний построена нечеткая пара-
болическая регрессия отношения «цена – до-
ход», дающая, с одной стороны, инвесторам 
информацию о компаниях, которые являются 
недооцененными, и заработать на них опре-
деленный доход, а с другой стороны, возмож-
ность трансформации прогноза для рынка 
по фактору «цена – доход» в прогноз капита-
лизации определенной компании.

Жданова О.А., Курагина А.Ю. провели 
сравнительный анализ традиционной веро-
ятностной модели формирования портфеля 
ценных бумаг и модели на основе теории 
нечетких множеств [12]. Нечеткая модель 
оказалась более информативной примени-
тельно к критерию «доходность – риск», 
а также выявила его существенный рост 
(то есть снижение риска) при увеличе-
нии количества ценных бумаг в портфеле, 
что согласуется с общепринятой практикой.

Как известно, хорошо разработанный 
аппарат задач линейного программирова-
ния в некоторой степени ограничивал их 
применение вследствие изменчивости па-
раметров и ограничений модели реальных 
экономических ситуаций. С использова-
нием методов теории нечетких множеств 
и нечеткой логики эта проблема преодоле-
вается. Например, в работе [13] исследует-
ся задача оптимизации инвестиционного 
процесса как задача нечеткого линейного 
программирования, что позволяет найти 
оптимальное решение и в условиях неопре-
деленности параметров.

Козловский А.Н. с соавторами пока-
зал, что нечетко-логические описания, ис-
пользуемые для моделирования новых не-
традиционных механизмов обеспечения 
устойчивости предприятий, позволяют по-
высить эффективность их применения [14]. 
Внешние воздействия на организацию рас-
сматриваются как нечеткий сигнал, кото-
рый распространяется по системе органи-
зации. Соответственно, последствия также 
моделируются как нечеткие переменные, 
а для моделирования ответных мер в виде 
проектных инициатив используется нечет-
ко-логическое моделирование.

Имеются определенные достижения 
в применении методов теории множеств 
к разработкам систем мотивации персона-
ла. Например, Недосекин А.О. с соавторами 
представил нечеткую модель системы моти-
вации персонала горнодобывающего пред-

приятия [15]. Проблема заключается в том, 
что работники более мотивированы на повы-
шение производительности труда, что отра-
жается на их заработке, чем на соблюдение 
требований в сфере охраны труда и про-
мышленной безопасности. Формирование 
модели сбалансированных показателей 
с нечеткими факторами и мягкими связями, 
а также выявление нечетких калибровочных 
соотношений позволяет выстроить систему 
«заработок – штраф» таким образом, чтобы 
работники были мотивированы как на рост 
производительности труда, так и на соблю-
дение требований безопасности.

Заключение
Имеющиеся многочисленные поло-

жительные примеры использования мето-
дов теории нечетких множеств и нечеткой 
логики применительно к экономическим 
приложениям требуют теоретического обо-
снования и применительно к их базовому 
пространству – пространству Банаха. Про-
веденное исследование показало возмож-
ность введения понятия нечеткой слабой 
локальной равномерной выпуклости, опре-
деления нечеткой слабой сходимости. До-
казано, что любое банахово пространство 
обладает свойством нечеткой слабой ло-
кальной равномерной выпуклости в экви-
валентной норме для всех его сепарабель-
ных подпространств, а также установлены 
случаи, когда банахово пространство обла-
дает свойством нечеткой слабой локальной 
равномерной выпуклости в эквивалентной 
норме для несепарабельных пространств.

Изучение применений теории нечет-
ких множеств и нечеткой логики к задачам, 
традиционно используемым в экономике, 
таким как задача линейного программиро-
вания, регрессионные модели, модели мно-
жественного выбора и другие, показало, 
что положительные результаты применения 
связаны со следующими причинами:

– возможностью формулирования за-
дачи на естественном языке, что позволяет 
учитывать экспертные оценки более полно 
и повышает содержательную интерпрета-
цию результатов;

– более слабые допущения (нечеткие 
числа) позволяют получить необходимую ин-
формацию для принятия решений в резуль-
тате оптимизации или моделирования, в том 
числе и тех в случаях, где жесткие ограни-
чения не приводили к искомому результату.
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