
 FUNDAMENTAL RESEARCH    № 2, 2021 

18 ECONOMIC  SCIENCES (08.00.05, 08.00.10, 08.00.13, 08.00.14)

УДК 51-77:330
ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

МИНИМИЗАЦИИ ОБщИх ЗАТРАТ В УПРАВЛЕНИИ ЗАПАСАМИ 
1,2Зайцева И.В., 3Малафеев О.А., 4Резеньков Д.Н., 4Рыжов А.В., 4Пожидаев С.В.

1ФГБОУ ВО «Российский государственный гидрометеорологический университет»,  
Санкт-Петербург, e-mail: irina.zaitseva.stv@yandex.ru; 

2ФГБОУ ВО «Ставропольский государственный аграрный университет», Ставрополь; 
3ФГБОУ ВО «Санкт-Петербургский государственный университет», Санкт-Петербург;

4Ставропольский филиал ФГКОУ ВО «Краснодарский университет  
Министерства внутренних дел Российской Федерации», Ставрополь

В статье рассмотрены математические модели оптимального управления запасами производственного 
комплекса при многоагентном взаимодействии акционеров. Авторами представлена формула наиболее эко-
номичного размера заказа при заданной функции полезности акционеров. Разработана модель управления 
запасами при постоянной интенсивности спроса, нулевом времени доставки заказа и издержках вследствие 
дефицита. Построены динамические модели взаимодействия трех акционеров при различных условиях. 
Для разработанных авторами моделей найдены компромиссные решения взаимодействия. Цель статьи – ис-
следовать математические модели оптимального управления запасами производственного комплекса при мно-
гоагентном взаимодействии акционеров. Задачи работы – рассмотреть математические модели оптимального 
управления запасами производственного комплекса при многоагентном взаимодействии акционеров, особен-
ности применения математических методов для решения задач в зависимости от ограничений, предъявляемых 
к управлению запасами. Результатами исследования являются построенные математические модели и мето-
ды их решения, приведен пример использования математических моделей. В первой модели найдено ком-
промиссное решение управления запасами производственного комплекса при двух видах издержек, а именно: 
постоянных издержках выполнения заказа и издержках, приходящихся на единицу товара. Во второй моде-
ли найдено компромиссное решение управления запасами при трех видах издержек, а именно: постоянные 
издержки выполнения заказа, издержки, приходящиеся на единицу товара, и издержки вследствие дефицита 
товара. Представлен пример практической реализации построенной динамической модели компромиссного 
многоагентного взаимодействия трех акционеров на примере предприятия, состоящего из складского комплек-
са, транспортной компании и магазина. В качестве принципа оптимальности принимается компромиссное ре-
шение управления запасами производственного комплекса при многоагентном взаимодействии акционеров.
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In the article, the authors consider mathematical models of optimal inventory management of the production 
complex with multi-agent interaction of shareholders. The authors present a formula for the most economical order size 
for a given shareholder utility function. A model of inventory management with constant demand intensity, zero order 
delivery time, and costs due to shortage is developed. Dynamic models of interaction between the three shareholders 
under different conditions are constructed. For the models developed by the authors, compromise solutions of interaction 
are found. The purpose of the article is to investigate mathematical models of optimal inventory management of the 
production complex with multi-agent interaction of shareholders. Objectives of the work: to consider mathematical 
models of optimal inventory management of the production complex with multi-agent interaction of shareholders, 
features of the application of mathematical methods for solving problems depending on the restrictions imposed on 
inventory management. The results of the study are the constructed mathematical models and methods of their solution, 
an example of the use of mathematical models is given. In the first model, a compromise solution was found for 
managing the inventory of the production complex with two types of costs, namely. fixed order execution costs and 
costs per unit of product. In the second model, a compromise solution for inventory management is found for three 
types of costs, namely, the fixed costs of order fulfillment, the costs per unit of goods and the costs due to the shortage of 
goods. An example of the practical implementation of the built dynamic model of compromise multi-agent interaction 
of three shareholders is presented on the example of an enterprise consisting of a warehouse complex, a transport 
company and a store. As the principle of optimality, a compromise decision is made to manage the inventory of the 
production complex with multi-agent interaction of shareholders.
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Основной математической моделью, 
которая применяется для планирования за-
пасов, является так называемая классиче-

ская модель экономического размера заказа 
(EOQ – Economic order quantity) [1]. Данная 
модель описана во многих работах, в част-
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ности в книге [2]. В работе исследован во-
прос минимизации суммарных издержек 
при управлении запасами производственно-
го комплекса. В данной работе рассматри-
вается задача управления запасами пред-
приятия, состоящего из трех акционеров: 
складского комплекса, транспортной ком-
пании и магазина. В качестве принципа оп-
тимальности принимается компромиссное 
решение управления запасами производ-
ственного комплекса при многоагентном 
взаимодействии акционеров [3–7].

1. Постановка задачи о нахождении 
компромиссного решения в моделях управ-
ления запасами производственного ком-
плекса при многоагентном взаимодействии 
акционеров

В условиях рыночной экономики 
для производственного комплекса актуаль-
ной становится постановка задачи о мини-
мизации суммарных издержек хранения, 
транспортировки запасов и издержек, свя-
занных с заказом. При этом издержки по-
стоянны для каждого заказа и не связаны 
с объемом заказа. Так же следует учитывать 
издержки вследствие дефицита товара. В ка-
честве решения задачи нахождения подхо-
дящей политики работы производственного 
комплекса будем принимать компромиссное 
решение для динамической модели много-
агентного взаимодействия функциониро-
вания комплекса. Рассмотрим издержки 
трех видов: Co – издержки выполнения 
заказа или затраты на подготовительно-за-
ключительные операции; Cu – издержки 
хранения, приходящиеся на единицу то-
вара; Cz – издержки вследствие дефицита, 
приходящиеся на единицу товара в течение 
единицы времени. При решении задачи на-
хождения оптимальной политики управле-
ния запасами получаем разные значения оп-
тимального размера заказа. Таким образом, 
возникает задача нахождения подходящей 
политики работы предприятия.

2. Модели управления запасами произ-
водственного комплекса

2.1. Модель Уилсона управления запасами
Математические модели управления за-

пасами (УЗ) позволяют найти оптимальный 
уровень запасов некоторого товара, мини-
мизирующий суммарные затраты на покуп-
ку, оформление и доставку заказа, хранение 
товара. Модель Уилсона является простей-
шей моделью УЗ и описывает ситуацию 
закупки товара, которая характеризуется 
следующими допущениями: интенсивность 
потребления является известной и посто-
янной величиной; время поставки заказа 
является известной и постоянной величи-
ной; каждый заказ поставляется в виде од-
ной партии; затраты на осуществление за-

каза не зависят от размера заказа; затраты 
на хранение запаса пропорциональны его 
размеру. В системе управления запасами 
с течением времени уровни запасов умень-
шаются, пополнение запасов происходит 
за счет поступления заказа. Затем процесс 
повторяется [8–10]. 

Рассмотрим случай, когда заказ для по-
полнения запасов является одной партией. 
В таком случае количество запасов убывает 
с постоянной интенсивностью, пока не до-
стигает нуля. Затем поступает заказ, размер 
которого равен Q, и уровень запасов вос-
станавливается до максимального значения. 
Таким образом, допускается, что спрос из-
вестен заранее и что пополнение запасов 
происходит мгновенно. Теперь определяем 
наиболее экономичный размер заказа, ко-
торый обеспечивает работу нашей модели 
при минимальных издержках. Каждый про-
изводственный период связан с затратами 
на подготовительно-заключительные опе-
рации. Будем считать, что затраты на под-
готовительно-заключительные операции 
не зависят от того, какое количество про-
дукции будет закуплено, поэтому годовые 
затраты на подготовительно-заключитель-
ные операции пропорциональны числу про-
изводственных периодов за год.

Определение наилучшего размера пар-
тии можно сформулировать в виде матема-
тической задачи [11–13]. Пусть S – годовой 
сбыт, N – число производственных перио-
дов в году Co – затраты на подготовительно-
заключительные операции, Cu – издержки 
хранения запасов, приходящиеся на еди-
ницу запасов (стоимость материалов, рабо-
чей силы и других постоянных расходов), 
k – годовая процентная ставка, налагающа-
яся на капитал. Для начала будем считать, 
что общие переменные издержки Е включа-
ют в себя только две составляющие Cu и Co.

Годовые издержки хранения запасов 
определяются по формуле

 
2xp
SE Cuk
N

= ,  (1)

где S/2N – среднее число единиц храняще-
гося товара.

Общие годовые затраты на подготовитель-
но-заключительные операции составляют
 E CoN= .  (2)

Сумма этих двух величин равна общим 
годовым переменным издержкам

 
2
SE CoN Cuk
N

= + .  (3)

Оптимальным числом производствен-
ных периодов является No, минимизирую-
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щее (3). Чтобы найти No, найдем произво-
дную по N и приравняем ее к нулю:

 22 0E Co SCuk N
N

∂ = − =
∂

,  (4)

откуда

 2
SCukNo Co=   (5)

является минимумом, так как вторая произ-
водная положительна.

Количество продукции, заказанной 
за один период Qo (или размер заказа), 
при котором издержки минимальны, рав-
няется общему годовому спросу, деленно-
му на число производственных периодов, 
обеспечивающих работу при минималь-
ных издержках:

 2S CoSQo
No Cuk

= = .  (6)

Теперь найдем размер заказа Q. Учиты-
вая, что q = S/N, где q – размер заказа, фор-
мулу (3) можно записать в виде

 
2

CoS CukqE
q

= + .  (7)

Дифференцируя по q, получаем 

2 2
E CoS Cuk
q q

∂ = − +
∂

. Отсюда находим реше-

ние нашей задачи (формула Уилсона) в виде 

 2CoSqo Q
Cuk

= = .  (8)

Выражения (5) и (6) можно записать 
в другой форме [14]. В некоторых от-
раслях удобно говорить о запасах, имея 
в виду их стоимости, выражая годовое по-
требление через стоимость проданных 
товаров. Годовое потребление можно за-
писать как A = SCu. Размер заказа опреде-
ляется по формуле q = QCu. Теперь мож-

но записать выражения 
2
AkE nCo

n
= +  

и 
2
Akno
Co

= . Стоимость заказа составляет

 2A ACoqo
no k

= = .  (9)

Стоимость среднего размера запасов со-
ставляет qo/2. Средний размер запасов, вы-
раженный через годовой сбыт, равен

 
2 2
qo Cof

A Ak
= = .  (10)

Логарифмируя, получаем

 1 1log
2log2log

2

f
Co A

k

= −
 
  

.  (11)

Первый член правой части этого выра-
жения – постоянная величина, так как Co 
и k – постоянные. Разовые поставки доро-
гостоящих товаров должны быть невелики.

2.2. Модель управления запасами 
при постоянной интенсивности спроса, ну-
левом времени доставки заказа и издерж-
ках вследствие дефицита

Рассмотрим случай, когда имеется де-
фицит и издержки вследствие дефицита. 
Полностью проанализировать влияние де-
фицита на различные политики управления 
запасами можно, только когда каждому де-
фициту будут сопоставлены определенные 
издержки. Вместо нахождения издержек 
вследствие дефицита можно исследовать 
политику управления запасами и вычислить 
величину этих издержек при такой полити-
ке [15–17]. Значение издержек вследствие 
дефицита для политики управления запаса-
ми проиллюстрируем на примере.

Рассмотрим задачу управления запаса-
ми, в которой дефицит будет наблюдаться 
во время t1 и задолженный спрос удовлет-
воряется при поступлении заказа Q'. Будем 
полагать, что спрос равномерный и что до-
пускается возможность дефицита. Будем ис-
пользовать следующие обозначения: Co – 
издержки выполнения заказа или затраты 
на подготовительно-заключительные опера-
ции; Cu – издержки хранения, приходящие-
ся на единицу товара; Cz – издержки вслед-
ствие дефицита, приходящиеся на единицу 
товара в течение единицы времени, k – про-
центная ставка на капитал, вложенный в за-
пас, Q' – размер заказа, S – годовой спрос, 
N = S/Q – число заказов, подаваемых за год, 
t – длительность цикла заказа, tN = 1 год, 
M – максимальный запас. В данном случае 
в каждом цикле наличные запасы имеются 
в течение промежутка t1 и средний размер 
этих запасов равен M/2. Дефицит наблю-
дается в течение промежутка t2, и среднее 
число недостающих единиц товара состав-
ляет (Q' – M)/2. По определению t = t1 + t2. 
По геометрическому построению получаем 

1 2
'M Q M

τ τ
=

−
, следовательно, 1 ( )

'
M
Q

τ = τ ,  

2
' )(

'
Q M

Q
−τ = . Общие переменные из-

держки за период t будут состоять из трех 

частей: издержки выполнения заказа, из-
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держки хранения запасов и издержки вслед-
ствие дефицита.

Следовательно, будем иметь следующие 
общие издержки:

2 2

2
( ' )

2 ' 2
M Q ME CoN Cuk N Cz N
Q Q

−= + τ + τ . (12)

Так как

 1
N

τ = ,  (13)

 SN
Q

= ,  (14)

то, следовательно, 

 
2 2( ' )

' 2 ' 2 '
CoS CuKM Cz Q ME
Q Q Q

−= + + .  (15)

Дифференцируя данное уравнение по M 
и Q' и приравнивая результаты к нулю, по-
лучаем оптимальные значения M и Q':

 ( ' ) 0
' '

E CukM Cz Q M
M Q Q

∂ = − − =
∂

.  (16)

Следовательно, 

 'CzQM
Cz Cuk

=
+

.  (17)

3. Компромиссное решение в динамиче-
ской модели многоагентного взаимодействия

Рассмотрим динамическую мо-
дель многоагентного взаимодействия 

}{ ( ){ } { }( )11
1,2,..., , , ,

n n
i i iI n X d HΗΓ = =  функ-

ционирования предприятия, где I – мно-
жество акционеров, 1( ,... ( 1, ))i nX x x i n= =  – 
множество политик управления, a 

1: ( 1, )i iH X X R i n= Π → = , функция выи-
грыша i игрока, причем у каждого акционера 
имеется своя собственная функция издержек 
хранения запасов 1: ( 1, )i iE X X R i n= Π → = .

Функция дохода акционера i выражает-
ся формулой

 i i iH A E= − ,  (18)

где Ai – общий доход акционера i.
У каждого акционера свои издержки Ei, 

состоящие из Cui (стоимость продукции) 
и Coi (затраты на подготовительно-заключи-
тельные операции), Noi (оптимальное число 

производственных периодов), Xi – множе-
ство политик управления.

Годовые издержки хранения запасов 
определяются по формуле

 
2

xp
i i i

SE Cu k
N

= ,  (19)

где S/2N – среднее число единиц храняще-
гося товара.

Общие годовые затраты на подготовитель-
но-заключительные операции составляют

 .  (20)

Сумма этих двух величин равна общим 
годовым переменным издержкам

 
2

i i
i i

SCu k
E Co N

N
= + .  (21)

Трудность заключается в том, что подо-
бранные коэффициенты Cui, Coi дают раз-
личное оптимальное число периодов.

Пусть теперь Cui, Coi – издержки двух 
типов, для каждого агента. Решая задачу 
на оптимизацию для каждого агента, по-
лучим разные числа периодов, оптималь-
ных для каждого агента. Таким образом, 
возникает задача нахождения подходящей 
политики управления производственным 
комплексом. В качестве принципа опти-
мальности принимается компромиссное ре-
шение в динамической модели многоагент-
ного взаимодействия.

Пусть X – компактное метрическое 
пространство. [ ]1: , 1,...,iH X R I n→ =  
суть непрерывные функции, Mi = 

max ( ) |iH x x X= ∈ . Компромиссное реше-
ние CH определяется следующим образом 

arg min max( ( ))H i ix X i I
C M H x

∈ ∈
= − .
Обозначим через 1

HC  множество CH. Упо-
рядочим в точке x по величине отклонение 
от максимума все функции Hi , ... , Hn и вы-
берем те точки 1

HC , для которых отклонение 
от максимума второй по порядку функции 
минимально, и обозначим это множество 

2
HC . Выразим это следующим образом: 
2 arg min max( ( ))

H
H i ix C i I

C M H x
∈ ∈

= − . По аналогии 
определим 

1
arg min max( ( ))

k
H

k
H i ii Ix C

C M H x
− ∈∈

= −  

для всех k = 1,..., n множества k
hC  ком-

пактны [18, 19]. Компромиссным реше-
нием x X∗ ∈  называется arg( )k

hx C∗ = , 
при dim( ) 1k

hC = .
4. Практическая реализация модели 

Уилсона управления запасами
Рассмотрим простой пример нахожде-

ния компромиссного решения. Пусть есть 
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три заинтересованных лица (n = 3): владе-
лец склада, транспортная компания (обе-
спечивает доставку на склад) и владелец 
магазина (хранит свои товары на складе). 
В нашей задаче компромиссным решени-
ем будет количество закупок в году. Вла-
делец склада имеет доход 1iA S Cn= ⋅ , где 
Cn1 – стоимость хранения единицы товара, 
S – годовой сбыт. Тогда прибыль составит 
H1 = A1 – E1, E1 – общие издержки, рассчи-
тываемые по формуле (21).

Рассмотрим задачу для конкретного слу-
чая. Возьмем стоимость хранения единицы 
товара Cu1 = 100, годовой сбыт S = 12 единиц 
товара, годовая процентная ставка k1 = 0,05, 
затраты на подготовительно-заключитель-

ные операции Co1 = 20, прибыль склада будет 

1
121200 100 0,05 20
2

H N
N

 = − ⋅ ⋅ +   . Транс-

портная компания доставляет единицы гру-
за по стоимости Cu2 = 100, S2 = 12, k2 = 0,2, 
Co2 = 20. Доход будет равен A2 = Cu2∙S2, 

2
121200 100 0,2 20
2

H N
N

 = − ⋅ ⋅ +   . Владелец  

магазина продает свою продукцию по цене 
Cu3 = 2000, тогда издержки магазина будут 
равны E3 = E + A1 + A2. Пусть стоимость 
единицы товара на оптовом складе равна 
1000, тогда H3 = 24000-2400-E3.

Построим модель по доходам в зависи-
мости от количества периодов закупок: 

1150 1145 1130 1112 1094 1075 1056 1036 1016 997 977 957
1060 1100 1100 1090 1076 1060 1042 1015 1006 988 969 950

12000 10725 1076010771 10763 1077510836 10891 1094010879 10824 10774
H

 
 =
 
 

.

Выбирая наибольшее число из каж-
дой строчки, получаем идеальный вектор 
M = (1150, 1100, 12000). Поскольку первый 
столбец этого ряда имеет наименьшее зна-
чение, то компромиссным решением будет 
х* = 1.

Заключение
В данной работе рассмотрены матема-

тические модели оптимального управления 
запасами производственного комплекса, 
которые позволяют минимизировать сум-
марные издержки хранения запасов. Ав-
торами представлен пример практической 
реализации построенной динамической 
модели компромиссного многоагентного 
взаимодействия. В качестве принципа оп-
тимальности принимается компромиссное 
решение управления запасами производ-
ственного комплекса при многоагентном 
взаимодействии акционеров. Разработан-
ные авторами статьи математические мо-
дели позволяют разработать новые теоре-
тические подходы к исследованию систем 
управления запасами, пригодных для прак-
тического применения.
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