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В работе описаны результаты исследования прибыльности двойственной балансовой модели, позволя-
ющей учитывать экологические требования. Здесь ставилась цель разработать методику неотрицательного 
решения рассматриваемой модели и на основании этой разработки реализовать программный продукт и ис-
пользовать полученные результаты для анализа прибыльности модели ЗАО «Карачаевский пивзавод». Для 
реализации этой цели в работе описываются критерии прибыльности модели. В разработанной методике 
неотрицательного решения модели применяются следующие методы: матричный метод, если рассматрива-
емая модель является хорошо обусловленной; метод регуляризации для случая, когда рассматриваемая мо-
дель является плохо обусловленной. Здесь обусловленность модели определяется числом обусловленности 
матрицы. Приводится подробное описание алгоритма реализации разработанной методики, которая была 
реализована в программу с помощью языка программирования. Статистические данные ЗАО «Карачаевский 
пивзавод» за 2017–2019 годы применены для разработки таблицы его межотраслевого баланса, из которой 
была построена балансовая модель. С помощью разработанной программы производится исследование при-
быльности в разработанной двойственной модели ЗАО «Карачаевский пивзавод», которая позволяет учиты-
вать экологические требования. Проведенные исследования показывают, что исследуемая модель является 
прибыльной. Приводятся выводы результата исследования. 

Ключевые слова: модель, двойственная к модели Леонтьева-Форда, Карачаевский пивзавод, метод 
регуляризации, матричный метод, прибыльность
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The paper describes the results of a study of the profitability of the dual balance model, which allows you to 
take into account environmental requirements. The goal here was to develop a method for non-negative solution of 
the model under consideration and, based on this development, implement a software product and use the results 
obtained to analyze the profitability of the Karachay brewery model. To achieve this goal, the paper describes the 
profitability criteria of the model. In the developed technique, non-negative solutions of the model, the following 
methods: matrix method, if the model is well-conditioned; regularization method for the case when the model is 
ill-conditioned. Here, the conditionality of the model is determined by the conditionality number of the matrix. A 
detailed description of the algorithm for implementing the developed technique, which was implemented in the 
program using the programming language, is given. Statistical data of JSC «Karachayevsky brewery» for 2017-
2019 were used to develop a table of its inter-industry balance, from which the balance model was built. With 
the help of the developed program, profitability is studied in the developed dual model of JSC «Karachayevsky 
brewery», which allows taking into account environmental requirements. The conducted research shows that the 
model under study is profitable. The conclusions of the research result are given.
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На сегодняшний день актуальным яв-
ляется не только эффективное применение 
производственных ресурсов в  целях полу-
чения оптимальной прибыли, но и  ликви-
дация производственных отходов, чтобы 
поддерживать соответствующий уровень 
экологического состояния. 

Некоторые производственные отходы 
подлежат повторной переработке. При про-
изводстве появляются производственные 
отходы, некоторые из них целесообразнее 
переработать, после чего появляются по-
вторные вредоносные отходы. Появляется 
проблема утилизации повторных вредо-
носных отходов, а значить дополнительных 
расходов для этой цели. Как в первом, так 
и во втором случае для переработки и лик-
видации производственных отходов пред-
приятиям приходится тратить некоторое 
количество средств. 

Важно отметить, что для решения дан-
ной проблемы в некоторых случаях приме-
няют балансовые модели. На сегодняшний 
день исследованию балансовых моделей 
посвящены многие работы, например [1–3].

Исходя из этого, представляет интерес 
исследование модели, двойственной к  мо-
дели Леонтьева-Форда. 

Цель исследования: исследование моде-
ли, двойственной к модели Леонтьева-Фор-
да, разработка методики ее неотрицательно-
го решения и программная реализация этой 
методики. Применение полученных резуль-
татов для анализа модели ЗАО «Карачаев-
ский пивзавод».

Материалы и методы исследования
Материалами исследования являются 

статистические данные за 2017–2019 годы 
ЗАО «Карачаевский пивзавод», модель, 
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двойственная к  модели Леонтьева-Форда. 
Для решения рассматриваемой модели в ра-
боте используются матричный метод и ме-
тод регуляризации. 

Результаты исследования  
и их обсуждение

Рассмотрим балансовую модель вида:

	
11 12 1

21 22 2

,
,

, ,

x A x A y b
y A x A y b

x y

= + + 
= + − 
≥ θ ≥ θ 

	 (1)

где nx R∈  – вектор валового выпуска;
my R∈  – вектор вредных отходов;

b1 – вектор конечного спроса, размера n;
b2  – вектор остаточного уровня вредонос-
ных отходов, размера m;
A11 – матрица размера n×n;
A12 – матрица размера n×m;
A21 – матрица размера m×n;
A22 – матрица размера m×m.

Модель (1) называют обобщенной моде-
лью Леонтьева-Форда.

Запишем (1) в виде:

	 z = A z + f

  ,	 (2)

где ( ), n+mz col x y R= ∈ ;
A   – четырех блочная матрица размера 
( ) ( )( )n m n m+ × + :

11 12

21 22

A A
A

A A
 

=   
 ; 

( )1 2, n+mf col b b R= − ∈ .

Существует модель, двойственная к мо-
дели (1) вида [4, c. 120–121]:

	 11 2 1 1

12 2 2 2

,

.

T T

T T

p A p A g v

g A p A g v

= + + 


= + − 
	 (3) 

,p g≥ θ ≥ θ , 

где ( )1, , np p p=   – вектор цен;
( )1, , mg g g=   – вектор расходов утилиза-

ции вредоносных отходов;
( )1 1

1 1 , , nv v v=    – вектор, характеризующий 
добавленную стоимость;

( )2 2
2 1 , , mv v v=    – вектор величины убытка 

от неликвидированных отходов;
11
TA  (n×n)  – матрица, транспонированная 

к матрице A11 из (1);
1 2
TA  (n×m)  – матрица, транспонированная 

к матрице A12 из (1);

21
TA  (m×n)  – матрица, транспонированная 

к матрице A21 из (1);
2 2
TA  (m×m)  – матрица, транспонированная 

к матрице A22 из (1).
Перепишем (3) в виде:

	 x = D x+ y   ,	 (4)

или
	 ( )E D x y− =  ,	 (5)

где ( ), n mx col p g R += ∉ ;
D – матрица:

11 21

12 22

T T

T T

A A
D

A A

 
=  

 
; 

( )1 2, n my col v v R += − ∉ .

Известно, что модель (2) является про-
дуктивной, если она имеет неотрицатель-
ное решение z ≥ θ  при некоторых положи-
тельных if > θ  ( )1,2,3,...,i n m= + ;

- модель (2) является разрешимой 
в  z ≥ θ  ( )1,2,3,...,i n m= +  при if∀ ≥ θ  
( )1,2,3,...,i n m= + ;

- блочная матрица A  с элементами ija  
( ), 1,2, ,i j n m= +  должна иметь n + m 
положительных последовательных глав-
ных миноров;

- все главные миноры блочной матри-
цы  A  положительны.

Решение модели (2) устойчиво, если 
блочная матрица A является хорошо обу-
словленной ( )1000cond A ≤ .

По аналогии модель (4) считается при-
быльной, если она обладает неотрицатель-
ным решением x ≥ θ  при некоторых поло-
жительных jy > θ  ( )1,2,3,...,j n m= + ;

- модель (4) является разрешимой в 
x ≥ θ  ( )1,2,3,...,j n m= +  при jy∀ ≥ θ  
( )1,2,3,...,j n m= + ;

- блочная матрица D с  элементами ijd  
( ), 1,2, ,i j n m= + , должна иметь n + m 
положительных последовательных глав-
ных миноров;

- все главные миноры блочной матрицы 
D должны быть положительными.

Решение модели (4) считается устойчи-
вым, если 1000cond D ≤ .

Продуктивность в (2) при некотором на-
боре положительных величин 0if >  влечет 
за собой не только продуктивность в  (2) 
при любом наборе неотрицательных 0if ≥ ,  
но и прибыльность в  (4) при любом набо-
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ре неотрицательных 0jy ≥ . Возможность 
безубыточного назначения цен в  (4) при 
некотором наборе положительных 0jy >  
не только гарантирует такую возмож-
ность при любом наборе неотрицательных 

0jy ≥ , но и означает продуктивность в (2) 
при любом наборе неотрицательных вели-
чин 0if ≥ .

Рассмотрим критерии продуктивности 
и прибыльности, т.е. условия Брауэра-Солоу.

Пусть 

1

n

i i j
j

r a
=

= ∑  ,  

1

n

i i j
i

s a
=

= ∑  , 

где ri  – строчная сумма коэффициентов 
блочной матрицы A , sj – столбцовая сумма 
коэффициентов блочной матрицы A .

Следствие (условия Брауэра-Солоу) [5, 
с. 127]. Каждое из следующих двух условий 
является достаточным для продуктивно-
сти в  (2) и  одновременно для прибыльно-
сти (4): ix r>  ( )1, 2, 3, ,i n m= + ; jx s>  
( )1, 2, 3, ...,j n m= + .

Обозначим ( )B I D= − , тогда (5) при-
мет вид:

	 B x y⋅ =  .	  (6)

Для решения задачи (6) будем приме-
нять два метода. Если 1000cond B ≤ , то за-
дачу будем решать матричным методом:

	 1 .x = B y− ⋅ 

	 (7)

В противном случае будем применять 
регуляционный метод [6, с. 114–129].

Пусть вместо точных значений матри-
цы B и вектора y  имеем их приближенные 
значения B* и  *y , тогда модель (6) примет 
следующий вид:

* *B x y⋅ =  . 

Обозначим через ζ  – абсолютную по-
грешность B*, а через δ обозначим абсолют-
ную погрешность *y  и допустим, что

B B∗ − ≤ ζ ,  

*y y− ≤ δ  . 

Из [7, с. 41] следует, что поиск реше-
ния (6) сводится к нахождению xα

 , который 
минимизирует сглаживающий функционал:

[ ]2* * * *x, y ,M B B x y xα   = − + α Ω      , 

	 0α > ,	 (8)

где [ ] 2x xΩ =    – стабилизирующий функ-
ционал, α = α(δ) – параметр регуляризации. 
При этом, как это показано в  [4; 6], суще-
ствует один вектор x , который может быть 
определен при всяком фиксированном α > 0 
из системы

* *

1 1 1

n n n

k ik ij j ik i
j i i

x b b x b yα ∗ ∗ α

= = =

α + =∑∑ ∑   , 

	 1, 2, 3, ,k n m= + .	 (9)

Рассмотрим для поставленной задачи 
алгоритм его решения:

1. Вводим n, m.
2. Вводим A11, A12, A21, A22.
3. Вводим v1, v2.
4. Создаем блочный вектор A .
5. Создаем блочную матрицу D, транс-

формированную к блочной матрице A .
6. Вычисляем ( )B I D= − .
7. Проверяем выполнимость следующе-

го условия ( )1000cond B ≤ .
8. Если условие из пункта 7 выполня-

ется, то вычисляем (7), иначе переходим 
к пункту 9.

9. Задаем α1 > 0.
10. При заданном значении α1, нахо-

дим 1xα  системы (9).
11. При известных значениях α1, 1xα

  вы-
числяем значение 1 1 * *, y ,M x Bα α     функци- 
онала (8).

12. Задаем α2 > 0, α2 < α1.
13. При заданном значении α2 нахо-

дим 2xα
  системы (9).

14. При известных значениях α2, 2xα
  вы-

числяем значение 2 2 * *, y ,M x Bα α     функци- 
онала (8). 

15. Если 
2 2 1 1* * * *, y , , y ,M x B M x Bα α α α   <       ,

то переходим к пункту 17.
16. Если

2 2 1 1* * * *, y , , y ,M x B M x Bα α α α   >       ,

то присваиваем 1x xα=  .
17. Задаем α3 > 0, α3 < α2.
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18. При заданном значении α3 нахо-
дим 3xα

  системы (9).
19. При известных значениях α3,

 
3xα

  вы-
числяем 3 3 * *, y ,M x Bα α     функционала (8).

20. Если
3 3 2 2* * * *, y , , y ,M x B M x Bα α α α   <       , 

то переходим к пункту 22.
21. Если

3 3 2 2* * * *, y , , y ,M x B M x Bα α α α   >       ,

то присваиваем 2x xα=  .
22. Задаем α4 > 0, α4 < α3.
И так далее, этот процесс продолжаем 

до тех пор, пока на (k + 1)-м шаге не оты-
щем 1k +α , 1kx +α

 , при которых
1 1 * * * *, y , , y ,k k k kM x B M x B+ +α α α α   >       . 

В данном случае считаем kx xα=   и вычис-
ления останавливаем.

С помощью языка программирования 
Delphi 7 произведена программная реализа-
ция описанного алгоритма. 

Используем статистические данные ЗАО 
«Карачаевский пивзавод» 2017–2019 гг. для 
построения таблицы межотраслевого ба-
ланса (тыс. руб.) (таблица). 

На основе таблицы построим следую-
щие матрицы:

11

0.2 0 0
0.02 0.1 0 ,

0 0 0.01
A

 
 =
 
   

12

0.0001
0 ,
0

A
 
 =
 
   

( )21 0.0001 0.0001 0 ,A =  ( )22 0 .A =

Пусть предприятию необходимо увели-
чить свою прибыль на 15 % по сравнению 

с предыдущими годами, тогда вектор добав-
ленной стоимости будет равен:

( )1 37598.35 86363.64 38905.28v = ,

а вектор, который характеризует размер 
убытка от отходов, не подлежащих утили-
зации – v2 = (0).

Введя в программу значения n, m, A11, A12, 
A21, A22, v1, v2, получим следующий результат:

( )49397 95960 39298p = , g = (5.13).

Результаты исследования показали, что 
для увеличения прибыли на 15 % относи-
тельно предыдущих лет в 2021 г. ЗАО «Ка-
рачаевский пивзавод» должен будет про-
извести продукцию первого цеха на сумму 
49 397 тыс. руб., второго цеха на сумму 
95 960 тыс. руб., третьего цеха на сумму 
39 298 тыс. руб., а  на ликвидацию произ-
водственных отходов необходимо будет по-
тратить 5.13 тыс. руб.

Заключение
Из результатов работы видно, что двой-

ственная модель ЗАО «Карачаевский пив-
завод» является прибыльной, а  это значит, 
что балансовая модель предприятия являет-
ся продуктивной.

Разработанная методика может быть ис-
пользована для нахождения неотрицатель-
ного решения двойственной балансовой 
модели, а разработанная в ходе исследова-
нии программа может быть применена для 
анализа прибыльности балансовой моде-
лей предприятия с  учетом экологическо-
го состояния.

Данная работа обобщает и  дополняет 
результат работы [4; 8].
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Таблица межотраслевого баланса (тыс. руб.)

Производящие цеха Потребляющие цеха Отходы
 

Конечный 
спрос

Валовой 
продукт1 2 3

1 Безалкогольный 7360.9 0 0 5 33527.8 40893.7
2 Пивоваренный 834.5 8345.2 0 0 74272.6 83452.4
3 Нарзанный 0 0 341.7 0 33830.7 34172.4

Затраты на ликвидацию вре-
доносных отходов

4.1 8.3 0

Амортизация, оплата труда, 
чистый доход 

32694.2 75098.8 33830.7

Валовой продукт 40893.7 83452.4 34172.4
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