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В настоящее время необходимость использования в  ряде случаев информации об изменяющейся во 
время измерения структуре волнового поля излучения, рассеянного движущимся объектом, приводит к по-
требности в соответствующих методах приема данного излучения и способах обработки результатов реги-
страции. Статья посвящена исследованию влияния движения объекта на результаты сравнения волновых 
фронтов рассеянного излучения, полученные посредством регистрации последнего пространственно рас-
пределенной структурой с интегрирующими во времени свойствами. Приводится анализ принципиальных 
различий и общих свойств способов регистрации рассеянного излучения, а именно с усреднением по вре-
мени измерения и с усреднением по спектру пространственных частот. Указывается на аналогичную кор-
реляцию между свойствами пространственных частот в голографической интерферометрии и временными 
частотами в лазерной анемометрии.
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A MATHEMATICAL MODEL OF THE REGISTRATION OF THE RADIATION 
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Theneedtouseinformationonthechangingstructureofthewavefieldscatteredbyamovingobjectinanumberofcas
esleadstotheneedforappropriatemethodsforreceivingthisradiationandmethodsforprocessingtheregistrationresults. 
The article is devoted to the investigation of the effect of the object’s motion on the results of comparison of 
the wave fronts of scattered radiation, obtained by recording the latter by a spatially distributed structure with 
time-integrating properties. An analysis is given of the principal differences and general properties of methods for 
registrating scattered radiation, namely, averaging over the measurement time and averaging over the spectrum of 
spatial frequencies. It is pointed out that a similar correlation exists between the properties of spatial frequencies in 
holographic interferometry and the time frequencies in laser anemometry.
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Решение задачи дифракции волн опи-
рается на решение волнового уравнения 
при заданных граничных условиях. Диф-
ракция волн на объектах с  реальными 
поверхностями  – статистическая задача, 
решение которой должно определить ста-
тистические характеристики рассеянного 
излучения и  установить их связь со ста-
тистическими характеристиками поверх-
ности [1–3]. При измерении характеристик 
аэро- и гидродинамических потоков требу-
ется учитывать характеристики и свойства 
поля излучения, рассеянного малыми ча-
стицами [4, 5]. 

Вопросы влияния структуры поля рас-
сеянного излучения на процесс образова-
ния интерференционной картины рассма-
триваются в  работах по голографической 
интерферометрии  [6, 7]. Однако методы 
голографической интерферометрии, как 
правило, используют информацию о  ре-
зультатах сравнения структуры волновых 

фронтов излучения, рассеянного объектом 
в статических состояниях.

Исследованию влияния движения объ-
екта на процесс регистрации интерферен-
ционной картины посвящен ряд работ [8–
11]. Но в  них либо исследуются методы 
устранения влияния движения на резуль-
таты регистрации, либо рассматривается 
движение точечного рассеивателя. Однако 
предметом исследования зачастую являют-
ся волновые поля более сложные, чем поля 
со сферическими или плоскими волновы-
ми фронтами. Освоение всё более корот-
коволнового электромагнитного излучения 
и  необходимость производить измерения 
параметров движения объектов, удаленных 
на малые расстояния, приводят к ситуации, 
когда исследуемый объект уже нельзя счи-
тать точечным. В этих случаях доплеров-
ские методы в целях эффективного усредне-
ния регистрируемого неоднородного поля 
по спектру пространственных частот для 
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достижения необходимого отношения сиг-
нала к шуму предполагают фокусирование 
электромагнитного излучения на исследуе-
мый объект и предельное уменьшение раз-
меров входных апертур регистрирующих 
устройств (например, [12]). Последние об-
стоятельства приводят к ухудшению энер-
гетических и  других характеристик изме-
рителей радиальной скорости обычными 
доплеровскими методами. Измерение же 
полного вектора скорости становится тем 
более затруднительным.

В то же время остается до конца не ре-
шенным вопрос использования для изме-
рения параметров движения информации 
об изменении пространственно-временной 
структуры волновых фронтов рассеянно-
го движущимся объектом электромагнит-
ного излучения. Данная проблема требу-
ет, прежде всего, выработки физических 
представлений и  математических моделей 
механизмов рассеяния электромагнитного 
излучения на поверхности реальных дви-
жущихся объектов, о свойствах получающе-
гося рассеянного поля и о влиянии данных 
свойств на образование интерференцион-
ной диаграммы.

Целями работы являются:
– построение математической модели 

структуры волнового поля излучения, рас-
сеянного движущимся объектом, и  оценка 
влияния этой структуры на характеристики 
сигнала квадратичного приемника, произ-
водящего усреднение регистрируемой ин-
терференционной диаграммы по спектру 
пространственных частот;

– на основе результатов предыдущего 
пункта построение математической моде-
ли регистрируемого рассеянного излучения 
с  сохранением информации о  его фазовых 
характеристиках пространственно распре-
деленной регистрирующей структурой, об-
ладающей интегрирующими во времени 
свойствами;

– выявление принципиальных различий 
и  общих свойств рассмотренных способов 
регистрации рассеянного излучения.

Для решения задачи дифракции элек-
тромагнитного излучения на движущемся 
объекте со статистически неровной поверх-
ностью используем метод Кирхгофа. Поле 
в произвольной точке пространства связано 

с полем на поверхности исследуемого объ-
екта формулой дифракции Релея – Зоммер-
фельда:

( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1

1
1

exp , cos ,1 ,
,

u r jkR r D N R
u D dr

j R r D
=

λ ∫
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 








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где ( )1u r   – поле в  произвольной точке 
( )1 0 0,r x y

 на исследуемой поверхности, R – 
расстояние от этой точки до точки D, в кото-
рой вычисляется поле ( )u D .

Допустим, что средняя плоскость стати-
стически шероховатой поверхности совпа-
дает с плоскостью z = 0 (рис. 1) прямоуголь-
ной системы координат x0, y0, z, а уравнение 
поверхности задано в  виде ( )0 0,z x y= ς ,  
где ς будем считать статистически стаци-
онарной, дифференцируемой требуемое 
число раз функцией. Пусть на эту поверх-
ность падает плоская монохроматическая 
волна, потенциал которой запишем в  виде 

( )0 1expu jkr= 

, где k


 – волновой вектор па-
дающей волны. 

Здесь и  далее будем опускать множи-
тель, выражающий амплитуду падающей 
волны, и временной множитель ( )exp j t− ω , 
где ω – циклическая частота падающей вол-
ны. Будем считать, что плоскость входной 
апертуры регистрирующего устройства рас-
положена в  плоскости z = z0, совпадающей 
с  плоскостью xy прямоугольной системы 
координат xyz, а  регистрирующее устрой-
ство представляет собой квадратичный 
приемник, сигнал на выходе которого про-
порционален интегральной интенсивности 
поля на поверхности входной апертуры:

	 ( ) ( )
1

2
1, , ,

S

i t x y t ds= η ε∫  	 (2)

где η – коэффициент пропорциональности, 
ε   – результирующее распределение ком-
плексных амплитуд поля на поверхности 
апертуры, площадь которой S1.

Рассмотрим случай, когда устройство, 
регистрирующее излучение, рассеянное 
движущимся шероховатым объектом, на-
ходится в  зоне Фраунгофера, то есть на 
расстоянии большем по сравнению с  раз-
мерами рассеивающей поверхности. Вос-
пользуемся решением для потенциала рас-
сеянного поля в виде формулы Грина [1]:
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В формуле (3) V – коэффициент отраже-
ния (в электромагнитной задаче – френелев-
ский коэффициент), который можно считать 
величиной постоянной во всех практически 
интересных случаях [1], вектор ,q k= − χ





 
где χ   – вектор, направленный из начала 
координат в точку наблюдения и равный по 
модулю волновому числу k падающей вол-
ны, R0 – расстояние от центра координат до 
точки наблюдения. Интегрирование в  (3) 
ведется по площади S0 средней плоскости 
шероховатой поверхности.

Введем следующие ограничения для 
упрощения преобразований без потери 
общности выводов:

- волновой вектор k


 падающей волны 
лежит в плоскости x0z;

- падающая волна распространяется по 
направлению нормали к плоскости x0y0;

- точка наблюдения D принадлежит 
плоскости входной апертуры регистрирую-
щего устройства;

- в приемной плоскости рассматри-
вается лишь конечная область вблизи z, 
и расстояние z0 много больше максималь-
ного размера входной апертуры.

Из последнего следует, что

	 ( )
21

2 2 2
0 0 0

0

.
2

R z z
z

ρ= + ρ + 	 (4)

Учитывая данное приближение, а  так-
же считая, что объект, рассеивающий из-
лучение, движется равномерно и  пря-
молинейно (без вращений относительно 
выбранной системы координат x0, y0, z) 
вдоль оси z со скоростью v так, что

	 ( ) 0 ,z t z vt= + 	  (5)

получим окончательную формулу для 
распределения комплексных амплитуд 
рассеянного поля на плоскости входной 
апертуры:

Рис. 1. К исследованию влияния поля, рассеянного объектом с шероховатой поверхностью,  
на характеристики сигнала квадратичного приемника

где θ  – угол между направлением распро-
странения волны и осью z.

Пусть результирующее распределение 
комплексных амплитуд поля на плоскости 
входной апертуры создается за счет со-
вместного воздействия рассеянного поля 

( ), ,u tρ ϕ  и поля опорного сигнала. Сигнал 
когерентного опорного генератора с  пло-

ским фазовым фронтом и комплексной ам-
плитудой B  на входной апертуре имеет вид

	 ( )0exp .w B jkz=  	 (6)

Тогда результирующая интенсивность 
поля в точке D поверхности входной апер-
туры имеет вид
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	 	 (7)

где 

, 

а Φ – фазовый угол опорного сигнала, распределение которого по поверхности входной 
апертуры считаем величиной постоянной.

Если входная апертура имеет форму круга с радиусом ρ0, то сигнал (2) на выходе ква-
дратичного приемника запишется в виде

	 	 (8)

Подставляя (7) в (8) и учитывая здесь и везде далее, что смещение объекта за время 
измерения невелико по сравнению с расстоянием от объекта до регистрирующего устрой-
ства, после тригонометрических преобразований и интегрирования, получим следующее 
выражение для полного сигнала приемника:

	 ( ) ( ) ( )( )
0

2
2 20

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0

2 sinc sin cos , .
4c c

S

k
i t i i i i J k x y k vt x y dx dy

z
 ρ  = + + + θ × + Φ     ∫∫ 	 (9)

Здесь: 

	 	 (10)

постоянные составляющие сигнала, вызванные опорной и сигнальными волнами соответ-
ственно, а функция sinc – ненормированный кардинальный синус.

Перейдем к  рассмотрению другого случая, когда размеры шероховатого участка до-
статочно велики или даже бесконечны, а расстояние между рассеивающим излучение объ-
ектом и регистрирующим устройством невелико. То есть воспользуемся решением задачи 
о дифракции во френелевской области. Выражение для флуктуаций поля над поверхно-
стью с пологими неровностями имеет вид [1]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2 2
0 0 0 0 0 0

0 0

1 sin
exp 1 sin , ,

4

jkRjkV e ku D j x y jk x y dx dy
R R

∞ ∞

−∞ −∞

+ χ  
= + + + χ ς π  

∫ ∫

где по-прежнему считаем, что падающая волна распространяется по направлению нормали 
к плоскости x0y0.

Пусть точка наблюдения D принадлежит плоскости входной апертуры регистрирующе-
го устройства. Используя (4) и (5), получим

	 ( ) ( )
0 2 22

0 0
0 0 0 0

0 0 0

exp 2 , .
4 2

jkz x yjkVeu D jk vt x y dx dy
R z z

∞ ∞

−∞ −∞

  +ρ + + + ς  π    
∫ ∫

 	  (11)

Результатом совместного воздействия рассеянного поля и сигнала (6) когерентного опор-
ного генератора будет распределение интенсивности по поверхности входной апертуры:

	 ( ) ( )
2 2 222

0 0 0 02 2
0 0 0

, sin , y ,
4 2

kV Bk VD t B k vt Z x dx dy
z z z∞

  ρ ε = + − + + + Φ  π π    
∫∫







	 (12)

где ( ) ( )
2 2
0 0

0 0 0 0
0

, 2 ,x yZ x y x y
z
+= + ζ , v – скорость движения объекта, а Φ – постоянный фа-

зовый сдвиг.
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Если, как и в предыдущем случае, входная апертура имеет форму круга с радиусом ρ0 
(8), то после необходимых тригонометрических преобразований и интегрирования, и ис-
пользуя обозначения (10), получим следующее выражение для полного сигнала приемника:

	 ( ) ( )
2 2
0 0

0 0 0 0 0 2 0 0
0 0

2 sinc cos , ,
4 4c c
ki t i i i i k vt Z x y dx dy

z z∞

    ρ ρ= + + + + + Φ    
     

∫∫ 	 (13)

где 2 2
πΦ = Φ +  – постоянный фазовый сдвиг.

Наконец, рассмотрим случай рассеяния излучения движущейся малой частицей сфери-
ческой формы (рис. 2). Пусть в момент t = 0 в начале системы координат x0y0z0 находится 
рассеивающая частица. 

Известно [4], что комплексная амплитуда поля, рассеянного малой частицей, находя-
щейся в поле плоской оптической волны ( )0 , ,u x y z , может быть записана в виде

где амплитудная функция рассеяния σ  находится из решения уравнения Максвелла с за-
данными граничными условиями. Для сферических оптически однородных частиц это ре-
шение было дано Ми (G. Mie). 

Учитывая (4), (5), (6), получим распределение интенсивности поля по поверхности 
фотодетектора:

	 ( )
( ) ( ) ( )
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Введя обозначения 
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

  – постоянные составляющие фото-

тока опорной и сигнальной волн, полный фототок приемника запишется в виде

	 ( )
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Рис. 2. К исследованию влияния поля, рассеянного движущейся сферической частицей  
на характеристики сигнала квадратичного приемника
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Таким образом, полученные матема-

тические модели для всех трех случаев 
(формулы (7) и (9), (12) и (13), (14) и (15)) 
позволяют сделать вывод, что полный вы-
ходной сигнал доплеровского квадратично-
го приемника является суммой постоянно-
го сигнала и  доплеровской составляющей. 
Последняя получается в результате воздей-
ствия на фотоприемник опорного сигнала 
и  суперпозиции рассеянных движущимся 
объектом волн. Круговая частота этих волн 
изменена на величину доплеровского сме-
щения, а  статистические характеристики 
случайной фазы определяются статистиче-
скими характеристиками рассеивающей по-
верхности.

В отличие от метода приема рассеян-
ного излучения с  усреднением по спек-
тру пространственных частот (8), в  целях 
использования информации о  простран-
ственно-временной структуре рассеянного 
волнового поля возможно применение про-
странственно распределенной структуры, 
регистрирующей излучение с сохранением 
фазовых характеристик. Последние в связи 
с движением объекта, рассеивающего излу-
чение, не остаются постоянными во време-
ни. Наличие у регистрирующей структуры 
интегрирующих во времени свойств позво-
лит производить сравнение принимаемых 

во время измерения волновых фронтов рас-
сеянного излучения. Результаты сравнения, 
информация о которых заключена в струк-
туре зарегистрированной интерференцион-
ной диаграммы, должны определяться па-
раметрами движения объекта.

Уравнение интерференционной диа-
граммы, полученной с помощью квадратич-
ной регистрирующей структуры, помещен-
ной в плоскости с полярными координатами 
ρ, φ, имеет вид

	 ( ) ( )
2

2

2

, ,E D t dt
τ

τ−

= ε ρ ϕ∫  ,	 (16)

где τ – время измерения.
Используем полученные выше выра-

жения (7), (12) и  (14) для результирующей 
интенсивности ( ) 2

, ,tε ρ ϕ  поля, рассеянно-
го движущимся объектом, в  точке D пло-
скости входной апертуры регистрирующе-
го устройства. Производя интегрирование 
(16), получим следующие выражения для 
зарегистрированной интерференционной 
диаграммы.

Устройство, регистрирующее излуче-
ние, рассеянное движущимся объектом со 
статистически неровной поверхностью, 
расположено в зоне Фраунгофера:
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Регистрация излучения, рассеянного движущимся объектом с шероховатой поверхно-

стью, в зоне Френеля: 
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Регистрация излучения, рассеянного движущейся сферической частицей:
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Анализ полученных выражений для ма-
тематических моделей зарегистрированной 
интерференционной диаграммы (17), (18) 
и (19) позволяет сделать следующие выводы.

Первые два слагаемых во всех трех со-
отношениях не несут информации о  фазо-

вой структуре регистрируемых волновых 
фронтов рассеянного излучения и не нахо-
дятся в зависимости от параметров движе-
ния объекта. Эти слагаемые определяются 
лишь интенсивностью рассеянного излуче-
ния и  интенсивностью опорного сигнала. 
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Третье же слагаемое зависит от фазовых со-
отношений между элементарными волнами 
(плоскими или сферическими), приходящи-
ми от каждой точки поверхности объекта 
с  координатами ( )0 0,x y , и  фазовым фрон-
том опорного сигнала. Кроме того, в отсут-
ствие движения объекта v = 0 и  sinc 0 = 1, 
в  результате чего получается интерферен-
ционная диаграмма, соответствующая не-
подвижному объекту. Если v = const по всей 
площади пространственно распределенной 
регистрирующей структуры, то контраст 
интерференционных полос будет слабым 
для больших значений аргумента функ-
ции sinc и  нулевым, если аргумент равен 

( )0,1,2,n nπ = 
. Но так как v неодинакова 

для всех точек апертуры регистрирующего 
устройства, контраст полос не нарушается, 
а  скорее пространственно модулируется. 
Найдя закон пространственной модуляции, 
можно установить зависимость структуры 
интерференционной диаграммы от параме-
тров движения объекта.

Надо сказать, что у способов регистра-
ции рассеянного излучения, а именно с ус-
реднением по времени измерения (8) и с ус-
реднением по спектру пространственных 
частот (16) существуют как принципиаль-
ное различие, так и общие свойства.

В случае регистрации с усреднением по 
спектру пространственных частот (8) полу-
чают информацию об изменении во времени 
фазовых характеристик волнового фронта. 
Для уменьшения влияния фазовой струк-
туры регистрируемого волнового фронта 
на результаты измерения стремятся умень-
шить область усреднения, что достигается 
ограничением размеров входной апертуры 
регистрирующего устройства. В пределе 
стремятся получить информацию об изме-
нении во времени фазовых характеристик 
волнового фронта в одной его точке.

Метод сравнения структуры волновых 
фронтов с  применением пространственно 
распределенной регистрирующей струк-
туры, обладающей интегрирующими во 
времени свойствами, позволяет использо-
вать информацию об изменении структуры 
волновых фронтов регистрируемого излу-
чения в континууме точек в течение време-
ни измерения (16). Однако регистрируемая 
интерференционная диаграмма не должна 

претерпевать существенных изменений за 
время измерения, кроме движения полос, 
что достигается уменьшением времени ус-
реднения.

О наличии указанной корреляции меж-
ду свойствами пространственных частот 
в голографической интерферометрии и вре-
менными частотами в  лазерной анемоме-
трии делается предположение, например, 
в исследованиях [13, 14].
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