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Для фильтрации зашумленных сигналов широко используются методы, основанные на разложении об-
рабатываемого сигнала в ортогональном базисе вейвлет-функций. Для обработки коэффициентов разложе-
ния зашумленного сигнала часто используют пороговые алгоритмы. Применение пороговых алгоритмов 
при фильтрации контрастных сигналов может привести к  появлению артефактов, которые существенно 
ухудшают качество фильтрации. Для устранения артефактов в работе предлагается метод, который заклю-
чается в постобработке результата вейвлет-фильтрации и использует для этого нелинейные алгоритмы про-
странственной фильтрации. Выполнен вычислительный эксперимент по обработке одномерных дискретных 
сигналов различной формы алгоритмами, построенными на основе предложенного метода. Результаты этого 
эксперимента позволяют сделать вывод, что построенные алгоритмы можно использовать для устранения 
артефактов вейвлет-фильтрации. Алгоритмы легко обобщаются для постобработки результатов вейвлет-
фильтрации изображений.
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To filter the noisy signals are widely used methods based on decomposition of the processed signal in the 
orthogonal wavelet basis functions. For processing a noisy signal expansion coefficients threshold algorithms are 
often used. Applying threshold-filtering algorithms for contrast signals can cause artifacts, which significantly 
degrade the quality of filtering. To eliminate artifacts, we propose a method in which the wavelet filtering result 
subjected to post-processing used for this non-linear spatial filtering algorithms. Сompleted computer experiment 
in which one-dimensional discrete signals of different shapes proposed algorithms processed. The results of this 
experiment suggest that the constructed algorithms can be used to eliminate artifacts wavelet filtering. Algorithms 
can be easily generalized to the post-processing of the results of the wavelet filtering images.
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Цель исследования
В последние два десятилетия для филь-

трации дискретных сигналов часто исполь-
зуются алгоритмы, основанные на пред-
ставлении фильтруемого сигнала в  базисе 
вейвлет-функций [1–3]. Такие алгоритмы 
вейвлет-фильтрации включают три этапа:

● вычисление прямого дискретного 
вейвлет-преобразования (нахождение ко-
эффициентов разложения в базисе вейвлет-
функций зашумленных значений сигнала);

● обработка вычисленных «зашумлен-
ных» коэффициентов разложения;

● вычисление обратного дискретного 
вейвлет-преобразования от обработанных 
коэффициентов разложения (нахождение 
«отфильтрованных» значений сигнала) [4].

Очевидно, что качество фильтрации за-
шумленного сигнала определяется алгорит-
мами обработки, используемыми на втором 
этапе. Часто в  качестве таких алгоритмов 
выступают так называемые пороговые алго-
ритмы: коэффициент разложения меньший 
по абсолютной величине некоторой поро-

говой величины полагается равным нулю, 
в  противном случае такой коэффициент 
сохраняется или подвергается некоторому 
(в  общем случае нелинейному) преобразо-
ванию (в зарубежной литературе такая об-
работка получила название thresholding [1]). 
Такой пороговый характер обработки при-
водит к появлению в отфильтрованном сиг-
нале так называемых артефактов, т.е. новых 
составляющих (в большинстве случаев это 
осцилляции), которых не было в незашум-
лённом («точном») сигнале, что существен-
но ухудшает качество фильтрации.

Целью данной работы является разра-
ботка метода, позволяющего устранить эти 
артефакты. Предлагается метод, основан-
ный на постобработке результата вейвлет-
фильтрации пространственным алгоритмом 
фильтрации и  существенно уменьшающий 
величину артефактов.

Пороговые алгоритмы и артефакты 
вейвлет-фильтрации сигналов

Алгоритмы вейвлет-фильтрации ис-
пользуют многомасштабное представление 
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функции f(x) в базисе вейвлет-функций, ко-
торое имеет вид [1, 4, 5]:

, , , ,
ˆ ( ) ( ) ( )J k J k j k j k

k j k
f x a x d x= ϕ + ψ∑ ∑∑ .

Функции ( ){ },j k xϕ  называют масшта-
бирующими (или отцовскими), а  функции 

( ){ },j k xψ  – вейвлет-функциями (или мате-
ринскими). Коэффициенты разложения aj,k 
называют аппроксимирующими, dj,k – дета-
лизирующими, и  они определяются выра-
жениями:

( ) ( ), , ;j k j k
R

a f x x dx= ϕ∫  

( ) ( ), , ,j k j k
R

d f x x dt= ψ∫
где R – интервал определения функции f(x). 
Переменная j характеризует уровень разло-
жения, и ее часто называют коэффициентом 
масштаба, величина J определяет «глубину» 
разложения, а  переменная k  – временной 
сдвиг той или иной базисной функции. За-
метим, что а) системы функций ( ){ },j k xϕ ,  

( ){ },j k xψ  составляют ортогональный базис 
пространств вейвлет-функций (подробнее 
см. [1, 4]); б) чем меньше номер j у базисных 
функций, тем более «мелкие» структуры ис-
ходной функции f(x) могут быть представ-
лены в  базисах ( ){ },j k xϕ , ( ){ },j k xψ  и  тем 
ближе реконструированный сигнал ˆ ( )f x  
к исходному. Обозначим коэффициенты раз-
ложения зашумленного сигнала ( )f x  как 

, ,,j k j ka d . Заметим, что относительные по-
грешности аппроксимирующих коэффици-
ентов на порядок и более меньше погрешно-
стей коэффициентов ,j kd  (см. [4]). Поэтому 
на практике обработке подвергаются только 
детализирующие коэффициенты ,j kd .

Пороговая обработка коэффициентов 
,j kd  на втором этапе вейвлет-фильтрации 

определяется используемой пороговой функ-
цией. Широко используются «жесткая» 

	 	  (1)

и «мягкая»

	 ( ) ( ), sigST d n d d
+

 λ = ⋅ − λ 
   	 (2)

пороговые функции [1, 4, 6], где λ – величина 
порога, а обозначение [z]+ определяется как

Пороговая величина λ существенно 
влияет на ошибку фильтрации и  является 
«управляющим» параметром алгоритмов 
вейвлет-фильтрации. Сравнение различных 
алгоритмов выбора порога λ выполнено 
в  [4]. Оценивание оптимального значения 
λopt, минимизирующего среднеквадрати-
ческую ошибку фильтрации рассмотрено 
в работах [4, 7]. Далее будем полагать, что 
величина λ задана равной λopt.

Пороговый характер обработки коэффи-
циентов разложения приводит к  тому, что 
часть «информативных» коэффициентов 

,j kd  (которые соответствуют ненулевым 
коэффициентам разложения dj,k незашум-
ленного сигнала) зануляется и  соответ-
ствующие базисные функции не участвуют 
в  формировании отфильтрованного сигна-
ла. Это обуславливает появление в окрест-
ностях «скачков» амплитуд фильтруемого 
сигнала новых составляющих – артефактов, 
отсутствующих в  обрабатываемом сигна-
ле – некоторый аналог эффекту Гиббса, ко-
торый проявляется при Фурье-фильтрации. 

В качестве иллюстрации этого факта 
рассмотрим результаты вычислительного 
эксперимента по фильтрации одномерного 
дискретного «ступенчатого» сигнала (число 
отсчетов 2048N = ), представляющего на-
бор прямоугольных импульсов, зашумлен-
ные значения которого показаны на рис. 1. 
Относительный уровень шума

 0,1
f f

fη

−
δ = =



, 

где f – вектор, составленный из значений 
«точного» сигнала, f  – вектор «зашумлен-
ных» значений, f  – евклидова норма век-
тора. На рис. 2 показан результат вейвлет-
фильтрации такого сигнала (использовалась 
пороговая функция (1)). Можно отметить 
достаточно хорошую фильтрацию шума на 
плоских участках сигнала, но появились ар-
тефакты – осцилляции в «особых» точках, 
где происходит резкое (скачкообразное) из-
менение амплитуды обрабатываемого сиг-
нала. При этом значение относительной 
ошибки фильтрации 

ˆ
0,039

f f

f
λ

λ

−
δ = = , 

где f̂λ  – вектор, проекции которого опреде-
ляются отфильтрованным сигналом. Вари-
ация пороговой величины λ в приемлемом 
(с точки зрения общей ошибки фильтра-
ции) интервале и использование пороговой 
функции (2) слабо повлияло на амплитуду 
и характер артефактов. Поэтому возникает 
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задача об устранении (или существенном 
уменьшении) артефактов вейвлет-фильтра-
ции. Для решения этой задачи добавим этап 
постобработки отфильтрованного сигнала 
локально-пространственными алгоритмами 
фильтрации.

Локально-пространственные  
алгоритмы фильтрации

Характерной чертой этих алгоритмов 
является то, что отфильтрованное значе-
ние определяется преобразованием зна-
чений исходного фильтруемого сигнала, 
попавших в  апертуру (окно) фильтра. Та-
кими преобразованиями может быть вы-
числение среднего значения, медианы или 
других числовых характеристик. Для об-
работки всего сигнала апертуру фильтра 
«перемещают» по обрабатываемому сиг-
налу. Изменение размеров апертуры филь-
тра позволяет «управлять» точностными 
характеристиками алгоритма сглаживания 
в соответствии со следующим «правилом»: 
при увеличении размера апертуры увели-
чивается степень сглаживания случайного 
шума, но возрастает сглаживание контраст-
ных деталей «точного» сигнала, которые 
желательно сохранить в  отфильтрованном 
сигнале. При уменьшении апертуры наблю-
дается обратная картина.

Работу фильтров поясним на примере 
фильтрации зашумленного дискретного 
сигнала j j jf f= + η , 1,...,j N= , где ηj  – 
случайный шум (погрешность) измерения 
с  числовыми характеристиками: математи-
ческим ожиданием равным нулю и диспер-
сией σ2 (однородный шум измерений). 

Фильтр скользящего среднего. Резуль-
тат работы фильтра (обозначим CC

j
Φϕ ) мож-

но представить выражением

( )CC
1, ,..., ,...,

1 ,
2 1

j K j K j K j j K

K

j i
i K

f aver f f f f

f
K

Φ
− − + +

+
=−

= =

=
+ ∑

   

  (3)

где averK()  – функция, которая вычисляет 
среднее значение из 2∙L + 1 значений, ука-
занных в скобках. Этот фильтр хорошо уда-

ляет погрешности равноточных измерений. 
Очевидно, что, меняя размер апертуры K, 
можно варьировать степень сглаживания 
зашумленного сигнала, при этом дисперсия 

значения CC
jf Φ  равна 

2
CC

2 1jD f
K

Φ σ  =  +
. 

Следовательно, чем больше размер аперту-
ры, тем сильнее сглаживание погрешностей 
измерения. Однако при этом в большей сте-
пени будут сглаживаться контрастные дета-
ли «точного» сигнала fj, которые необходи-
мо сохранить в  отфильтрованном сигнале. 
Заметим, что это противоречие характерно 
для всех линейных алгоритмов фильтрации. 

Медианный фильтр. Результат работы 
фильтра (обозначим M

jf Φ ) определим соот-
ношением
	 , 	 (4)
где medL()  – функция, вычисляющая меди-
ану из 2∙L + 1 значений зашумленного сиг-
нала, записанных в  скобках. Медианный 
фильтр является уже нелинейным филь-
тром и  имеет следующие особенности: 
сохранение в  отфильтрованном сигнале 
контрастных деталей сигнала fj (при подхо-
дящем выборе размера апертуры); хорошая 
фильтрация импульсных шумов; значение 

M
jf Φ  медианного фильтра равно одному из 

значений jf , попавших в  апертуру филь-
тра. Таким образом, сигнал M

jf Φ  содержит 
«остаточный» шум, который определяется 
погрешностями ηj, что обуславливает его 
низкую эффективность при фильтрации од-
нородного шума измерений по сравнению 
с фильтром скользящего среднего.

Комбинированный фильтр [8]. Этот не-
линейный фильтр можно трактовать как 
комбинацию «медианный фильтр + интер-
вальный фильтр скользящего среднего», 
и  для каждого [ ]1,...,j N∈  выполняются 
следующие шаги:

Шаг 1. Вычисляется значение:

	 M ( ,..., ,..., )j L j L j j Lf med f f fΦ
− +=    .	  (5)

Шаг 2. Вычисляется результат работы 
комбинированного фильтра:

	 	  (6)

где L, K – размер апертур фильтров, причем 
K ≥ L. Видно, что на втором шаге усредня-
ются только те значения M

if
Φ , которые по-

пали и  в  апертуру усредняющего фильтра, 
и  в  интервал M M,j jf fΦ Φ − β + β  , что со-
храняет (при соответствующем выборе ве-
личины β) контрастные детали «точного» 
сигнала fj. Для выбора величины β можно 

воспользоваться правилом «двух сигм» [4]: 
2β = ⋅ σ .

Устранение артефактов алгоритмами 
локально-пространственной 

фильтрации
Свойство фильтров (4)–(6) хорошо 

фильтровать импульсные шумы позволя-
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ет надеяться, что, используя эти фильтры 
удастся удалить артефакты вейвлет-филь-
трации. Проверим это предположение. 
Применим к вектору f̂λ  (результат вейвлет-
фильтрации – см. рис. 2) описанные выше 
алгоритмы (3)–(6) локально-пространствен-
ной фильтрации. На рис. 3 показаны проек-
ции вектора  – результат работы комби-
нированного фильтра (5), (6). 

Параметры фильтров: 6, 40L K= = . 
Видно, что комбинированный фильтр (5), 
(6) эффективно удалил как артефакты, так 
и  «остаточный» шум (в отличие от меди-
анного фильтра (4)), но сохранил при этом 
прямые углы вершин сигнала. Эти выво-
ды подтверждают и  вычисленные относи-
тельные ошибки фильтрации: M 0,030Φ

λδ = ,  
 (напомним, что относительная 

ошибка вейвлет-фильтрации δλ = 0,039).
На рис. 4 приведен результат вейвлет-

фильтрации дискретного комбинирован-

ного сигнала  – присутствуют «гладкая» 
и  «ступенчатая» составляющие (относи-
тельный уровень шума 10 %, число отсче-
тов 2048 и  относительная ошибка вейв-
лет-фильтрации δλ  =  0,030). Снова видны 
артефакты в  окрестностях ступенчатого 
изменения амплитуды сигнала и  их отсут-
ствие на «гладких» участках сигнала. На 
рис. 5 – результат работы комбинированно-
го фильтра ( ). Здесь наблюдается 
не только полное удаление артефактов, но 
и  хорошая фильтрация остаточного шума 
вейвлет-фильтрации.

В таблице приведены средние значения 
относительных ошибок фильтрации пря-
моугольного сигнала для разных уровней 
шума с использованием жесткой пороговой 
функции (1) (обозначение TH) и предложен-
ного метода (КФН). Видно существенное 
уменьшение ошибки фильтрации предло-
женным методом.

Рис. 1. Зашумленные значения  
ступенчатого сигнала Рис. 2. Артефакты вейвлет-фильтрации 

Рис. 3. Результат локально-пространственной 
фильтрации ступенчатого сигнала

Рис. 4. Результат вейвлет-фильтрации 
комбинированного сигнала
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Рис. 5. Результаты  
локально-пространственной  

фильтрации комбинированного сигнала

Средние значения относительных ошибок 
фильтрации, в отн. ед.

Алгоритм 
фильтрации

Уровни шума измерения
0,02 0,05 0,10

TH 8,48∙10–3 0,020 0,039
КФН 2,40∙10–3 7,12∙10–3 0,019

Заключение
Анализ рисунков и  значений относи-

тельных ошибок фильтрации, приведен-
ных в  таблице, позволяет сделать вывод 
о  целесообразности использования пред-
ложенного метода устранения артефактов 
вейвлет-фильтрации, который заключается 
в  добавлении к  алгоритмам вейвлет-филь-
трации этапа постобработки с  использова-
нием нелинейных алгоритмов локально-

пространственной фильтрации. К такому 
же выводу можно прийти, анализируя ре-
зультаты вычислительного эксперимента 
с другими формами сигналов. Заметим, что 
этот метод легко обобщается на фильтра-
цию изображений (двумерных дискретных 
сигналов). В случаях, когда конечным ре-
зультатом обработки являются коэффици-
енты вейвлет-разложения (например, в  за-
даче сжатия информации), то требуемое 
вейвлет-разложение можно применить уже 
к  результату локально-пространственной 
фильтрации, тем самым существенно уве-
личить точность вычисления коэффициен-
тов разложения.
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