
 ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 7, 2017 

35 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 
УДК 004.71

О МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧЕ
Кошкин Б.П., Носков С.И., Оленцевич В.А., Рязанцев А.И.

ФГБОУ ВО «Иркутский государственный университет путей сообщения», Иркутск,  
e-mail: tonygpx@yandex.ru

В данной статье рассматривается специальная задача линейного программирования – транспортная за-
дача, заключающаяся в поиске наиболее экономного плана перевозки однородной, взаимозаменяемой про-
дукции из пунктов производства в пункты потребления. Приводится математическая постановка транспорт-
ной задачи в виде замкнутой и открытой моделей, а также способ приведения открытой модели к замкнутой 
с введением фиктивного пункта производства или фиктивного пункта потребления продукции. Предлага-
ется математическая постановка многокритериальной транспортной задачи с двумя целевыми функциями, 
заключающейся в одновременной минимизации суммарных затрат на перевозку и максимизации степени 
важности перевозок. Отмечается метод, который может быть использован как наиболее эффективный для 
решения такой задачи – многокритериальный симплекс-метод, основанный на построении множества Паре-
то в задаче многокритериального линейного программирования.
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Транспортная задача относится к  типу 
специальных задач линейного программи-
рования, обладающих некоторыми особен-
ностями, с учётом которых могут быть раз-
работаны упрощённые методы решения, 
значительно более экономные по сравнению 
с  принятыми. В классической постановке 
транспортная задача заключается в  поиске 
такого плана перевозок продукции одного 
типа (однородной, взаимозаменяемой) из 
пунктов производства в  пункты потребле-
ния, при котором затраты на перевозку ми-
нимальны (см., например, [1, 3, 6]).

Первая строгая постановка данной задачи 
принадлежит Хичкоку, а  её детальное рас-
смотрение и разбор – Купмансу. Данциг сфор-
мулировал транспортную задачу как задачу 
линейного программирования и  разработал 
первые методы её решения. Многие литера-
турные источники, посвящённые линейному 
программированию, так или иначе упомина-
ют, затрагивают транспортную задачу (см., 
например, [1, 6]). Целиком посвящена классу 
транспортных задач и  методам их решения 
монография Е.Г. Гольштейна, Д.Б. Юдина [3].

Основной целью данной статьи являет-
ся описание постановки многокритериаль-
ной транспортной задачи с двумя целевыми 
функциями, представляющей собой услож-
нённую транспортную задачу линейного 
программирования.

Постановка транспортной задачи
Существуют замкнутая и  открытая 

транспортная модель. Формулировка транс-
портной задачи в виде замкнутой транспорт-
ной модели заключается в следующем: име-
ется m пунктов производства ( , 1, iA i m= )  
и n пунктов потребления ( , 1, jB j n= ) одно-
родной, взаимозаменяемой продукции. Для 
каждого пункта производства заданы объ-
ёмы производства ai, а для каждого пункта 
потребления – величины спроса bj в одних 
и тех же единицах измерения:

0,  0, 1, , 1, .i ja b i m j n≥ ≥ = =

Расходы, связанные с  перевозкой еди-
ницы продукта из i-ого пункта в  j-ый, за-
даны величиной cij и известны для каждой 
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пары (i, j). Можно представить эти расходы 
в виде матрицы размерностью m×n:
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Требуется обеспечить перевозку всей 
продукции из пунктов производства в пун-
кты потребления таким образом, чтобы рас-
ходы на перевозку были минимальными, т.е. 
план перевозки был наиболее экономным.

Искомое количество единиц продукта, 
поставленное из i-ого пункта в  j-ый, опре-
деляется величиной xij. Количество переве-
зённой продукции неотрицательно:

0, 1, , 1, .ijx i m j n≥ = =
Можно представить перевезённую про-

дукцию в виде матрицы размерностью m×n:
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Исходные данные удобнее всего пред-
ставляются в виде таблицы (таблица).

Исходные данные задачи

Пункты  
потребления

B1 B2 …
Пункты 
произ-
водства

A1 c11 c12 … c1n a1 Объём
производ-

стваA2 c21 c22 … c2n a2

… … … … … …
Am cm1 cm2 … cmn am

b1 b2 … bn

Объём  
потребления

Математическая модель транспортной 
задачи имеет следующий вид.

Минимизируются суммарные расходы на 
перевозку всей продукции (из всех пунктов 
производства во все пункты потребления):

1 1

min .
m n

ij ij
i j

c x
= =
∑∑

Замкнутость транспортной модели 
подразумевает перевозку всей продукции, 
имеющейся в пунктах производства и пол-
ное удовлетворение спроса на продукцию 
в пунктах потребления. Математически эти 
условия выглядят следующим образом:
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Для допустимости такой задачи необ-
ходимо и  достаточно, чтобы выполнялись 
условия
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j i
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т.е. объём продукции, имеющейся в  пун-
ктах производства, должен совпадать с объ-
ёмом продукции, требуемым в пунктах по-
требления.

Для представления условий задачи в ма-
тричном виде требуется ввести в  рассмо-
трение векторы Pij и Р.

Pij – вектор коммуникации, соответству-
ющий коммуникации, которая связывает 
i-ый пункт производства с  j-ым пунктом 
потребления, и состоящий из (n + m) компо-
нент, из которых i-я и (m + j)-я равны едини-
це, а все остальные – нулю:
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Р – вектор производства – потребления, 
состоящий из объёмов производства ai и ве-
личин спроса bj:
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Тогда условия полного вывоза продук-

ции из всех пунктов производства и полно-
го удовлетворения спроса в пунктах потре-
бления в матричной форме будут выглядеть 
следующим образом:

1 1

,
m n

ij ij
i j

x P P
= =

=∑∑

0, 1, , 1, .ijx i m j n≥ = =

В открытой транспортной модели под-
разумевается, что в  пунктах производства 
может оставаться неотправленный товар:
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тогда справедливо следующее условие:
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Либо имеющейся в  пунктах производ-

ства продукции может быть недостаточно 
для полного удовлетворения спроса в пун-
ктах потребления:
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В таком случае справедливо условие
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Открытую транспортную модель мож-

но привести к замкнутой. Если объём про-
дукции в  пунктах производства больше 
требуемого объёма продукции на пунктах 
потребления, то вводится фиктивный пункт 
потребления Bn +1 с объёмом потребления 
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Величина bn +1 определяет суммарный 

объём нереализованного продукта.
Стоимость перевозок от каждого по-

ставщика в такой фиктивный пункт потре-
бления – нулевая:

( ) 1 0.i nc + =

Если объём продукции в пунктах произ-
водства меньше требуемого объёма продук-
ции на пунктах потребления, то вводится 
фиктивный пункт производства Am +1 с объ-
ёмом поставок
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Стоимость перевозок от фиктивного по-
ставщика в каждый из пунктов потребления 
нулевая:

( )1  0.m jc + =

Постановка многокритериальной 
транспортной задачи

Существуют различные модификации 
транспортной задачи, в том числе и много-
критериальные транспортные задачи.

В работе [9] в  качестве целевой функ-
ции рассматривается минимизация макси-
мального среди всех потребителей числа 
поставщиков. Несмотря на название («Мно-
гокритериальная транспортная задача с раз-
рывной целевой функцией») решается за-
дача при помощи стандартных методов 
линейного программирования.

В работе [4] в качестве условий рассмо-
трены: минимизация времени нахождения 
в пути из пункта производства в пункт по-
требления продукции, минимизация общей 
себестоимости перевозки единицы груза, 
максимизация общего количества переве-
зённых грузов. Предлагается решать задачу 
с  использованием методов Парето, уста-
навливая приоритеты критериев, или с ис-
пользованием интеллектуальных методов 
нейросетевого прогнозирования. В данном 
случае определение приоритетов и  выде-
ление главного критерия является одним из 
самых простых методов многокритериаль-
ного линейного программирования. 

В работе [5] минимизировать предла-
гается расстояние между пунктами назна-
чения перевозки, время транспортировки 
груза, тарифы перевозки и стоимость пере-
возки. В качестве решения такой задачи 
рассматриваются два метода: первый, как 
и в работе [4], заключается в установлении 
приоритетов критериев и  выделении глав-
ного критерия, а  второй  – в  свёртывании 
критериев и введении одного агрегирован-
ного критерия.

Рассмотрим более сложную для решения 
модификацию транспортной задачи с двумя 
целевыми функциями. Для этого введём ма-
трицу H размерностью m×n. Элемент hij ма-
трицы H определяет степень важности пере-
возки продукта из i-ого пункта производства 
в j-ый пункт потребления. Степень важности 
перевозки для каждой пары (i, j) может за-
даваться, например, экспертами:
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Соответственно, добавляемая целевая 

функция заключается в максимизации сте-
пени важности перевозок:
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h x
= =
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В такой постановке транспортная за-
дача является многокритериальной, т.к. за-
ключается в  одновременной минимизации 
суммарных затрат на перевозку и  макси-
мизации степени важности перевозок. Ма-
тематически закрытая модель многокрите-
риальной транспортной задачи выглядит 
следующим образом:
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или в матричном виде:
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Для открытой модели многокритериаль-
ной транспортной задачи справедливо одно 
из условий (в зависимости от типа откры-
той модели):
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и также условие неотрицательности коли-
чества перевозимой продукции:

0, 1, , 1, .ijx i m j n≥ = =

При приведении открытой транспорт-
ной модели к замкнутой важность перевоз-
ки из фиктивного пункта производства Am +1 

или в  фиктивный пункт потребления Bn +1 
будет нулевой:

( )1  0,m jh + =

( ) 1 0.i nh + =

Решение поставленной задачи может 
быть найдено при помощи многокрите-
риального симплекс-метода, основанного 
на построении множества Парето в  задаче 
многокритериального линейного програм-
мирования [7, 8, 10].

Заключение
Рассмотрена формулировка и  матема-

тическая постановка транспортной задачи 
линейного программирования. Предложен 
способ усложнения данной задачи за счёт 
введения дополнительной целевой функ-
ции. Отмечен метод, подходящий для реше-
ния поставленной задачи многокритериаль-
ного линейного программирования.
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