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Настоящая статья посвящена проблеме повышения точности систем управления при отработке случай-

ных управляющих воздействий. Точность повышается за счет компенсации влияния случайности параметров 
системы на статистические характеристики ее выходного сигнала. Рассматривается подход, называемый 
активной компенсацией, который состоит в формировании скорректированного случайного управляющего 
воздействия, минимизирующего влияние случайности параметров системы управления, рассматриваемой 
в качестве стохастической системы. В результате статистические характеристики выходного сигнала дан-
ной системы приближаются к статистическим характеристикам выходного сигнала эквивалентной детер-
минированной системы. Предлагается алгоритм определения математического ожидания и корреляционной 
функции скорректированного управляющего воздействия, основанный на использовании усредненной про-
екционной модели стохастической системы, построенной с применением методов теории матричных опе-
раторов. Данная модель позволяет решить обратную задачу в статистической постановке, в результате чего 
определяются указанные статистические характеристики скорректированного управляющего воздействия. 
Приводится численный пример, демонстрирующий эффективность предлагаемого подхода для компенсации 
влияния случайности одного из физических параметров электрогидравлического привода виброиспытатель-
ного стенда на статистические характеристики воспроизводимого случайного испытательного сигнала.
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This article is devoted to the problem of improving the accuracy of control systems with random input. The 
accuracy is improved by compensating for the influence of randomness of system parameters on the statistical 
characteristics of its output signal. The paper proposes an approach called active compensation, which consists in the 
formation of the adjusted random input signal that minimizes the effect of randomness of parameters of the control 
system. The control system is considered as a stochastic system. In the result, the statistical characteristics of the output 
of stochastic systems are similar to the statistical characteristics of the output of deterministic system. The algorithm 
for determining the mathematical expectation and correlation function of the adjusted control signal is proposed. This 
algorithm is based on using the averaged orthogonal-projection model of a stochastic system. This model is constructed 
using the methods of the theory of matrix operators. The averaged orthogonal-projection model allows solving the 
inverse problem in statistical formulation. The results of solving this problem are statistical characteristics of the 
adjusted control action. A numerical example is given to demonstrate the effectiveness of the proposed approach to 
compensate for the randomness of physical parameters of the electro-hydraulic vibration test stand.
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Известно, что случайность параметров 
системы управления может оказывать суще-
ственное влияние на качество управления 
в  статистическом смысле, например приво-
дить к незапланированному изменению сред-
него значения выходного сигнала системы 
и  росту его дисперсии. Указанные эффекты 
в  целом характерны для стохастических си-
стем, к которым может быть отнесено боль-
шинство реальных технических систем. При-
чиной данных эффектов является неизбежная 
статистическая связь между параметрами 
стохастической системы и ее выходным сиг-
налом, что составляет главную проблему ис-
следования этого класса систем [1]. 

Активная компенсация влияния случай-
ности физических параметров на качество 
работы систем автоматического управления 

понимается в  смысле формирования такого 
входного сигнала, который минимизирует 
влияние случайности параметров системы 
на ее выходной сигнал. Ранее авторами в ста-
тье [5] был предложен подход к решению за-
дачи активной компенсации, основанный на 
пропорциональном изменении дисперсии 
случайной составляющей входного сигнала, 
компенсирующем влияние его детермини-
рованной составляющей на дисперсию вы-
ходного сигнала стохастической системы. 
Данный подход был применен для компенса-
ции случайности параметров электрогидрав-
лического привода виброиспытательного 
стенда и показал возможность практически 
полного гашения нежелательных колебаний 
дисперсии формируемого вибрационного 
воздействия, обусловленных влиянием слу-
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чайности параметров электрогидравличе-
ского привода при отработке случайного 
входного сигнала, содержащего гармониче-
скую детерминированную составляющую.

В настоящей статье предлагается более 
общий подход к решению задачи активной 
компенсации в  вышеуказанном смысле. 
В отличие от подхода, рассматриваемого 
в [5], где решалась задача компенсации пе-
риодических колебаний дисперсии выход-
ного сигнала в  установившемся режиме, 
в  настоящей работе показана возможность 
эффективной компенсации искажения кор-
реляционной функции выходного сигнала 
в переходном режиме. Кроме того, компен-
сация выполняется и  для математического 
ожидания выходного сигнала.

Как и  в  работе [5], используется усред-
ненная проекционная модель стохастической 
системы [4], построенная с  применением 
методов теории матричных операторов  [3]. 
Операторная форма этой модели позволяет 
сделать качественный вывод об аддитивном 
характере влияния случайности параметров 
системы на математическое ожидание и кор-
реляционную функцию ее выходного сигна-
ла и предложить соответствующие подходы 
к компенсации данного влияния.

Операторная форма математической 
модели стохастической системы

Общей формой математической модели 
рассматриваемого класса систем является 
стохастическое дифференциальное уравне-
ние вида

	 x yL x L y= ,	 (1)
где y – гауссов случайный процесс (входной 
сигнал системы); Lx и Ly – линейные стоха-
стические дифференциальные операторы: 
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Предполагается, что все или некоторые 

коэффициенты ai, bj являются случайными 
величинами, определяемыми как

ii a ia m a= +  , 0, 1i n= − , 

	 jj b jb m b= +  , 0,j m= ,	  (2)
где 

iam , 
jbm  – математические ожидания; ia ,  

jb   – центрированные гауссовы случайные 
величины. Начальные условия полагаются 
нулевыми. Система считается физически реа-
лизуемой, то есть выполняется условие n ≥ m.

В монографии  [1] показано, что для 
стохастического дифференциального урав-
нения Lx x = y , в  предположении, что опе-
ратор Lx можно разложить на сумму двух 

операторов x xL L+  , где xL   – обратимый 
детерминированный оператор, а  xL  явля-
ется случайной составляющей оператора Lx 
и имеет нулевое среднее (такое представле-
ние оператора Lx соответствует представле-
нию коэффициентов ai в виде (2)), при опре-
деленных условиях возможно следующее 
представление решения:

	 ( ) ,x H H y= +  	 (3)

где 1
xH L−=   – детерминированный опера-

тор; ( ) ( )1 1

1
1

k

x x xH L L L
νν − −

ν=

= −∑    – стохасти-

ческий оператор. В [1] дано строгое мате-
матическое обоснование справедливости 
представления (3). 

Заметим, что операторная форма (3) на-
глядно демонстрирует аддитивный характер 
влияния фактора случайности параметров 
стохастической системы (который не сле-
дует напрямую из представления x xL L+  ).  
Усреднение выражения (3) позволяет найти 
статистические меры решения (математи-
ческое ожидание и корреляционную функ-
цию выходного сигнала x). 

Интегральные операторы H  и H  опреде-
ляются в [1] через функцию Грина. При этом 
нахождение статистических мер решения (3) 
требует многократного интегрирования, что, 
к  сожалению, не позволяет реализовать эф-
фективный вычислительный алгоритм, опи-
раясь только на результаты данной работы. 
С другой стороны, основываясь на результа-
тах монографии [7], можно предложить внеш-
не аналогичную операторную форму матема-
тической модели стохастической системы, 
которая, отличаясь другим математическим 
аппаратом, является более выгодной в вычис-
лительном плане. Эта матрично-операторная 
форма, называемая проекционной моделью 
и являющаяся проекционным аналогом соот-
ношения (3), получается в результате проек-
ционной аппроксимации непрерывной моде-
ли (1) и имеет следующий вид:
	 ( )x y= +C A A C ,	 (4)
где A   – детерминированный матричный 
оператор; A   – стохастический матричный 
оператор; Cx и Cy – проекционные характери-
стики выходного сигнала x и входного сигна-
ла y соответственно, представляющие собой 
вектор-столбцы коэффициентов разложения 
данных сигналов по ортогональному базису 

, 

где ( ) , 1,i t i lφ =   – элементы системы ор-
тонормированных функций, в  качестве 
которой в  настоящей статье используется 
система функций Уолша; T – знак транспо-
нирования.
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Матричные операторы A  и  A  определяются следующим образом:
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= ∑A P ; P – матричный оператор интегрирования в базисе функций Уолша [3].

Выражение (4) позволяет определить проекционные характеристики математического 
ожидания и корреляционной функции выходного сигнала стохастической системы следу-
ющим образом:

	 ( ) ,yx mm  = + C A A CM 	 (5)

	 ( ) ( )( )( ) ( )T T T
,yy y yxx x xR m mR m m = + + + −  

C A A C C C A A C C M 	  (6)

где [ ]⋅M   – оператор математического ожи-
дания, применяемый с учетом предположе-
ния о статистической независимости сигна-
ла y и случайных коэффициентов ai, bj. При 
этом проекционные характеристики мате-
матического ожидания my(t) и корреляцион-
ной функции Ryy(t1, t2) входного сигнала на 
интервале исследования [0, T] определяют-
ся соответственно как 

; 

.

Выражения (5) и (6) являются формаль-
ным представлением усредненной проек-
ционной модели системы (1). Чтобы вос-
пользоваться этими соотношениями для 
решения задачи статистического анализа 
стохастических систем, необходимо вы-
полнить операцию усреднения [ ]⋅M . Пред-
ставление стохастического матричного 
оператора A  в виде ряда Неймана, как это 
показано выше, позволяет выделить сто-
хастические моменты произведений раз-
личных степеней случайных величин ia , 

jb . Вычисление этих моментов сводится 
к  аналитическому усреднению указанных 
случайных величин, возведенных в  соот-
ветствующие степени, то есть к  вычисле-
нию моментов соответствующих порядков, 
что может быть сделано с  помощью из-
вестного соотношения, которое является 
тождеством по λ и  устанавливает связь 
между начальными моментами αr и  куму-
лянтами (семиинвариантами) χr скалярной 
случайной величины [7]:

21 1

0 01

1 ,
! ! !

kn rn nr
r

r
r krr r k= ==

 χ λλα =  
 

∑ ∑∏
где n1 – порядок момента, выражаемого че-
рез кумулянты порядка до n2 включительно. 
Для гауссовых случайных величин (n2 = 2) 
первый кумулянт в  точности соответству-
ет математическому ожиданию, а второй – 
дисперсии, и  стохастический момент лю-
бого порядка n1 выше второго определяется 
через эти статистические характеристики. 
При этом все кумулянты старше второго 
равны нулю, поэтому для гауссовых ia , jb  
в (2), центрированных по определению, до-
статочно задать только их дисперсии 

iaD ,  
jbD . Для негауссовых случайных вели-

чин стохастический момент порядка выше 
второго выражается не только через пер-
вый и второй кумулянты, но и через более 
старшие. Поэтому для таких случайных 
величин (негауссовых ia , jb ) необходимо 
задать то число кумулянтов, которое тре-
буется для достижения заданной точности 
представления негауссового закона рас-
пределения с  учетом факта уменьшения 
значимости кумулянта с  увеличением его 
номера. Для некоторых законов распреде-
ления стохастические моменты вычисля-
ются проще. Например, для непрерывного 
равномерного распределения на отрезке [a, 
b] момент n-го порядка определяется из-
вестной формулой

( )( )
1 1

.
1

n n

n
b a

b a n

+ +−α =
− +

Из (5) и  (6) следует вывод об аддитив-
ном характере влияния фактора случайно-
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сти параметров стохастической системы на статистические характеристики ее выходного 
сигнала, то есть

x x xm m m= +C C C  , xx xx xxR R R= +C C C  ,
где 

yx mm =C AC ; yx mm  =  C A C

M ; Tyyxx RR =C AC A ; Tyyxx RR  = + C AC A

M

( ) ( )T TT T T Tyy yy y y y yR R m m m m       + + + −         
A C A AC A AC C A A C C A      M M M M M .

Проекционные характеристики xmC  и  xxRC  позволяют приближенно восстановить 
функции математического ожидания mx(t) и корреляции Rxx(t1, t2). Тогда в случае использо-
вания ортогонального базиса функций Уолша результатом статистического анализа модели 
(1) будет соответственно вектор-столбец дискретных значений (отсчетов) функции ( )l

xm t  
размерности l и квадратная матрица отсчетов функции ( )1 2,l

xxR t t  размерности l×l:

	 	 (7)

	 	 (8)

Таким образом, из (8) следует, что корре-
ляционная функция выходного сигнала сто-
хастической системы ( )1 2,l

xxR t t  может быть 
представлена как сумма корреляционной 
функции выходного сигнала эквивалентной 
детерминированной системы ( )1 2,l

xxR t t , мо-
дель которой также описывается уравнени-
ем (1), где случайные коэффициенты ai, bj за-
менены своими средними значениями 

iam ,  
jbm , и  составляющей ( )1 2,l

xxR t t , наличие 
которой отражает влияние фактора случай-
ности параметров стохастической системы. 
На основе соотношения (8) строится рас-
сматриваемый далее алгоритм компенса-
ции данного фактора. Аналогичный вывод 
следует из (7), где наличие составляющей 

( )l
xm t  подчеркивает тот факт, что матема-

тическое ожидание выходного сигнала сто-
хастической системы ( )l

xm t  не равно мате-
матическому ожиданию выходного сигнала 
эквивалентной детерминированной систе-
мы ( )l

xm t . Наличие составляющей ( )l
xm t  

обусловлено неизбежной корреляцией вы-
ходного сигнала стохастической системы 
и случайных коэффициентов ai левой части 
уравнения (1), поэтому усредненную мо-
дель такой системы нельзя получить про-
стой заменой случайных коэффициентов ai, 
bj их средними значениями.

Также следует отметить, что соотноше-
ния (7) и (8) справедливы при условии, что 
справедливы соотношения (5) и (6), в кото-
рых матричный оператор стохастической 
системы представлен как +A A . Такое 
представление, в  свою очередь, требует, 
чтобы матричный ряд Неймана, аппрокси-
мирующий стохастический оператор A ,  
после своего почленного усреднения схо-

дился для выбранного числа удерживаемых 
членов k. Возможность почленного усред-
нения данного ряда для соотношения (5) 
обоснована тем, что вследствие абсолют-
ной сходимости ряда Неймана можно по-
менять местами операторы суммирования 
и математического ожидания. Что касается 
соотношения (6), то для обоснования право-
мочности почленного усреднения двойного 
ряда ( )( )( )T

+ ⋅ +A A A A   можно при весьма 
общих предположениях сослаться на теоре-
му Фубини. Заметим, что вышеупомянутые 
усредненные ряды являются полусходящи-
мися, то есть сходятся только до определен-
ного k. Условия их сходимости, связываю-
щие число k с  дисперсиями собственных 
значений случайной матрицы 0x xA A , мож-
но найти в [7]. Вопросы сходимости и точ-
ности проекционных аппроксимаций с при-
менением техники матричных операторов 
подробно рассмотрены в монографии [3].

Принцип компенсации  
случайности параметров

Активная компенсация случайности па-
раметров стохастической системы осущест-
вляется подачей на ее вход скорректиро-
ванного управляющего воздействия в виде 
специально сформированного случайного 
процесса, обеспечивающего получение та-
ких статистических характеристик выход-
ного сигнала, которые имел бы выходной 
сигнал эквивалентной детерминированной 
системы при подаче на ее вход нескоррек-
тированного управляющего воздействия. 
Иными словами, активная компенсация мо-
жет при определенных условиях заставить 
стохастическую систему вести себя подоб-



 FUNDAMENTAL RESEARCH    № 4, 2017 

58  TECHNICAL SCIENCES (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 
но детерминированной при отработке осо-
бым образом сформированного случайного 
управляющего воздействия, нивелирующе-
го влияние фактора случайности ее пара-
метров. Далее рассмотрим метод активной 
компенсации, обеспечивающий приближе-
ние ( )l

xm t  и  ( )1 2,l
xxR t t  к  ( )l

xm t  и  ( )1 2,l
xxR t t  

соответственно.
Задача компенсации по математическо-

му ожиданию может быть сведена к реше-
нию обратной задачи динамики в статисти-
ческой постановке, то есть к  нахождению 
математического ожидания скорректиро-
ванного входного сигнала стохастической 
системы ( )l

cor ym t  по заданному ( )l
xm t . Со-

отношение (5) позволяет при определенных 
условиях решить данную обратную задачу 
в  смысле определения проекционной ха-
рактеристики cor ymC  функции ( )l

cor ym t  по 
заданной проекционной характеристике 

xmC  функции ( )l
xm t . Для этого введем по-

нятие усредненного матричного оператора 
стохастической системы, представляющего 
собой матрицу математического ожидания 
стохастического оператора = +A A A :

( )A
   = + = +   m A A A A M M .

Тогда, предполагая обратимость матри-
цы Am , можно записать следующее соот-
ношение:

( ) 1
A

cor y xm m−=C m C ,
которое, однако, является формальным 
в  том смысле, что не позволяет решить 
сформулированную в таком виде обратную 
задачу на практике вследствие того, что 
оператор ( ) 1

A
−m  фактически является диф-

ференциальным оператором, соответству-
ющим физически нереализуемой системе. 
Обойти данную проблему можно, обратив-
шись к понятию реального дифференциру-
ющего звена, используемому в  подобных 
случаях в теории управления. Данное звено 
описывается дифференциальным уравне-
нием DT x x y′ ′+ = , которому соответствует 
проекционная модель ( ) 1x y

DT −= ⋅ +C I P C , 
где матрица ( ) 1

DT −⋅ +I P  представляет со-
бой матричный оператор реального диффе-
ренцирующего звена (реальный оператор 
дифференцирования), в то время как просто 
матричный оператор дифференцирования 
определяется как P–1. Постоянная времени 
TD выбирается достаточно малой, но такой, 
чтобы не нарушать условий физической ре-
ализуемости выходного сигнала дифферен-
цирующего звена в  контексте конкретной 
прикладной задачи.

Вычисляя матричные операторы A  и 
A  по приведенным ранее формулам, в ко-

торых оператор интегрирования P заменен 
оператором *

DT= ⋅ +P I P , можно вычис-
лить оператор *

Am , заменяющий оператор 
mA в  вышеприведенном формальном соот-
ношении и в конечном итоге вычислить ис-
комое математическое ожидание скорректи-
рованного входного сигнала стохастической 
системы:

	 .	 (9)

Следующим этапом является опре-
деление корреляционной функции скор-
ректированного входного сигнала, кото-
рую обозначим как ( )1 2,l

cor xxR t t . Заметим, 
что вследствие очевидной невозмож-
ности представить усредненную матри-
цу ( )( )( )T + ⋅ +  

A A A A M  в  (6) в  виде 
произведения двух усредненных матриц 

( ) ( ) ( )T  + ⋅ +    
A A A A M M  данная зада-

ча не может быть решена простым инвер-
тированием прямой задачи, как это было 
сделано при определении ( )l

cor ym t . Вместо 
этого можно обратиться к  соотношению 
(8), из которого следует, что для компенса-
ции его второго слагаемого ( )1 2,l

xxR t t  мож-
но заменить первое слагаемое ( )1 2,l

xxR t t  на 
функцию ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , ,l l l

xx xxR t t R t t R t t∆ = −  ,  
которая представляет собой измененную 
корреляционную функцию выходного сиг-
нала эквивалентной детерминированной 
системы, устраняющую при определенных 
условиях влияние ( )1 2,l

xxR t t  на корреляци-
онную функцию выходного сигнала стоха-
стической системы ( )1 2,l

xxR t t , то есть

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,l l l l
xx xx xxR t t R t t R t t R t t∆= + ≈  (10)

где скорректированную корреляционную 
функцию выхода эквивалентной детерми-
нированной системы можно также опреде-
лить как

	 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, 2 , , ,l l l
xx xxR t t R t t R t t∆ = − 	 (11)

то есть без необходимости отдельного вы-
числения ( )1 2,l

xxR t t . При этом как ( )1 2,l
xxR t t  

в  (11), так и  ( )1 2,l
xxR t t  в  (10) вычисляются 

при ( ) ( )l
y cor ym t m t= , то есть предполага-

ется, что компенсация по математическому 
ожиданию уже выполнена.

Естественно, что при вышеописанном 
подходе компенсация возможна, только 
если не нарушается условие положительной 
определенности функции ( )1 2,lR t t∆ . Иными 
словами, должен иметься достаточный «ре-
зерв по дисперсии» выходного сигнала эк-
вивалентной детерминированной системы 

( ) ( )
1 2

1 2,l l
x xx t t t

D t R t t
= =

= .
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Корреляционная функция скорректи-

рованного входного сигнала может быть 
найдена в  результате решения следующей 
обратной задачи для эквивалентной детер-
минированной системы:

, (12)

где ; P*  – 

матричный оператор, вычисляемый с  ис-
пользованием оператора интегрирования 

*P , как это делалось выше для матричного 
оператора *

Am . При этом постоянная време-
ни TD также выбирается достаточно малой, 
но такой, чтобы не нарушалось условие по-
ложительной определенности найденной 
функции ( )1 2,l

cor yyR t t .
Следует сделать одно замечание, касаю-

щееся приближенного равенства (10). Данное 
равенство в принципе не может быть точным, 
то есть полная компенсация по корреляцион-
ной функции не может быть достигнута таким 
способом, так как ( )1 2,l

xxR t t  в  соотношении 
(11) определяется для нескорректированной 
корреляционной функции входного сигнала 
Ryy(t1, t2), в то время как ( )1 2,l

xxR t t  в соотноше-
нии (10) определяется для скорректированной 

( )1 2,l
cor yyR t t . Однако на практике вклад корре-
ляционной функции входного сигнала в кор-
реляционную функцию выходного сигнала 
стохастической системы обычно значительно 
меньше, чем вклад, вносимый его ненулевым 
математическим ожиданием. Это объясняется 
тем, что система управления обычно отраба-
тывает пусть и  зашумленный, но в  среднем 
детерминированный полезный сигнал (мате-
матическое ожидание входного случайного 
процесса), и  амплитуда изменения этого по-
лезного сигнала часто существенно превыша-
ет амплитуду случайной аддитивной помехи. 

Улучшить результат компенсации по 
корреляционной функции на основе соот-
ношений (10), (11) можно, если использо-
вать метод последовательных приближений 
в той или иной форме. Например, принимая 
нескорректированную корреляционную 
функцию Ryy(t1, t2) за нулевое приближение, 
найти первое приближение ( )(1)

1 2,l
cor yyR t t , 

обеспечивающее приближенное равенство 
(10). Далее, принимая ( )(1)

1 2,l
cor yyR t t  за Ryy(t1, 

t2) и повторяя алгоритм компенсации, найти 
второе приближение ( )(2)

1 2,l
cor yyR t t  и т.д.

Найденные статистические характери-
стики скорректированного входного сигна-
ла используются при формировании случай-
ного процесса, представляющего данный 
сигнал в  практических приложениях. Для 
этого могут быть применены различные 
известные методы, например в  [7] описан 
метод формирования случайных процессов, 
включая нестационарные, основанный на 
каноническом разложении, в котором пере-
ход к  системе некоррелированных случай-
ных величин осуществляется с использова-
нием алгоритма ортогонализации на основе 
разложения Холецкого.

Алгоритм компенсации
Данный алгоритм строится на основе 

вышеописанного принципа активной ком-
пенсации и  включает выполнение следую-
щих основных шагов:

1. Решается задача статистического ана-
лиза для модели эквивалентной детермини-
рованной системы с использованием следу-
ющих соотношений:

; 

.
2. Вычисляется математическое ожида-

ние скорректированного входного сигнала 
( )l

cor ym t  для модели стохастической систе-
мы с использованием соотношения (9). При 
этом минимальное значение постоянной 
времени TD выбирается из условия физи-
ческой реализуемости скорректированного 
входного сигнала.

3. Вычисляется корреляционная функ-
ция выходного сигнала ( )1 2,l

xxR t t  для мо-
дели стохастической системы с  использо-
ванием соотношения (8), где составляющая 

( )1 2,l
xxR t t  вычисляется при ( ) ( )l

y cor ym t m t= ,  
то есть математическое ожидание входно-
го сигнала полагается скорректированным, 
в то время как его корреляционная функция 
Ryy(t1, t2) та же, что на шаге 1.

4. Вычисляется скорректированная кор-
реляционная функция выхода эквивалентной 
детерминированной системы с помощью со-
отношения (11), записанного в форме

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,l l l l
xx xx xxR t t R t t R t t R t t∆ = − − .

Как показывает практика, последнее со-
отношение целесообразно модифицировать 
следующим образом:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,l l l l
l xx d xx xxR t t k R t t k R t t R t t∆ = − − ,	 (13)

где коэффициенты kl ≤ 1 и kd ≤ 1 определяют 
соответственно уровень и глубину компен-
сации, позволяя достичь компромисса меж-

ду стремлением, с одной стороны, миними-
зировать TD для обеспечения максимально 
возможной точности решения обратной 
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задачи с  одновременным соблюдением ус-
ловия физической реализуемости скоррек-
тированного входного сигнала, а с другой – 
удовлетворить требованию положительной 
определенности функции ( )1 2,l

cor yyR t t , вы-
числяемой на следующем шаге.

5. Вычисляется скорректированная кор-
реляционная функция ( )1 2,l

cor yyR t t  с исполь-
зованием соотношения (12). При этом может 
потребоваться подбор соответствующих зна-
чений коэффициентов kl, kd в  соотношении 
(13) и постоянной времени TD, используемой 
при вычислении матрицы *A  в (12).

Для определения значений kl, kd, TD при 
выполнении шагов 4 и 5 описанного алго-
ритма можно воспользоваться процедурой 
минимизации следующего функционала, 
определяющего меру близости проекцион-
ных характеристик корреляционной функ-
ции выходного сигнала стохастической 
системы xxRC  и эквивалентной детермини-
рованной системы xxRC :

( ) ( )
1 2

2

1 1

, , , ,
l l

l d D ij l d D
i j

J k k T c k k Tε

= =

 
 =   

 
∑∑ ,

где ( ), ,ij l d Dc k k Tε   – элементы матрицы 
( ) ( ), , , ,xx xxR R

l d D l d Dk k T k k Tε = −C C C . Дан-
ный функционал минимизируется при вы-
шеупомянутых ограничениях на значения kl, 
kd, TD, гарантирующих возможность форми-
рования скорректированного входного сиг-
нала в виде случайного процесса с заданны-
ми статистическими характеристиками.

Для формирования скорректированного 
входного сигнала в виде случайного процес-
са с найденными характеристиками ( )l

cor ym t  
и  ( )1 2,l

cor yyR t t  может быть использован упо-
мянутый ранее метод на основе канониче-
ского разложения, описанный в [7].

Пример активной компенсации 
случайности параметров

В качестве примера рассмотрим реше-
ние задачи компенсации влияния случай-
ности физических параметров электроги-
дравлического следящего привода (ЭГСП) 
виброиспытательного стенда на статисти-
ческие характеристики воспроизводимого 
вибрационного воздействия, приклады-
ваемого к  испытываемому изделию. Про-
блема состоит в  том, что из-за нестабиль-
ности параметров ЭГСП, обусловленной 
как внешними (температура окружающей 
среды), так и  внутренними (содержание 
газовой фазы в рабочей жидкости) случай-
ными факторами, имеет место искажение 
упомянутых статистических характери-
стик. Таким образом, ЭГСП следует рас-

сматривать как стохастическую систему со 
всеми особенностями ее поведения. В част-
ности, как следует из соотношений (5)–(8), 
корреляционная функция выходного сигна-
ла стохастической системы определяется не 
только корреляционной функцией входного 
сигнала, как это имеет место для детерми-
нированной системы, но и математическим 
ожиданием данного сигнала, что приво-
дит к  искажению этой корреляционной 
функции при воспроизведении случайного 
вибрационного воздействия с  ненулевым 
математическим ожиданием. Это может 
привести к снижению качества вибрацион-
ных испытаний и получению неадекватных 
результатов в случаях, когда требуется обе-
спечить точное соответствие формируемых 
вибрационных воздействий некоторым ре-
альным. Задача компенсации состоит в на-
хождении таких статистических характери-
стик сигнала, подаваемого на вход ЭГСП со 
случайными параметрами, которые обеспе-
чивали бы статистические характеристики 
воспроизводимого вибрационного воздей-
ствия, максимально приближенные к стати-
стическим характеристикам выходного сиг-
нала ЭГСП с  неслучайными параметрами. 
Данная задача решалась в  рамках вычис-
лительного эксперимента в  среде системы 
MATLAB® (The MathWorks Inc.).

Рассматриваемый ЭГСП описывается 
моделью (1), где n = 5 и m = 0, построенной 
на основе типовой линеаризованной моде-
ли ЭГСП, представляющий собой редуци-
рованный вариант модели, описанной в [2], 
или более подробно – в [6]. Начальные усло-
вия полагаются нулевыми, то есть компен-
сация будет выполняться для переходного 
режима работы ЭГСП. Случайный физиче-
ский параметр – коэффициент вязкого тре-
ния на золотнике электрогидравлического 
усилителя, обозначаемый как hз и имеющий 

размерность . Данный параметр явля-

ется гауссовой случайной величиной с ма-
тематическим ожиданием  и  дис-
персией . При этом в уравнении 
(1) случайными будут коэффициенты a1, a2, 
a3, a4, математические ожидания и диспер-
сии которых определяются через заданные 

 и  . В качестве ортогонального базиса 
Ф(t) используется базис функций Уолша  
с  128l = . В матричном ряду, аппроксимиру-
ющем стохастический оператор A , удержи-
ваются первые два члена (k = 2). Усреднение 
проекционной модели (5), (6) выполняется 
с  учетом наличия жесткой статистической 
связи между случайными коэффициентами 
уравнения (1), обусловленной их общей за-
висимостью от hз.
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На задающий вход электронного уси-
лителя сигнала ошибки (входной сигнал 
ЭГСП) поступает сигнал в  виде случай-
ного процесса с  математическим ожида-
нием ( ) 0,01sin15,7ym t t=  и  корреляцион-
ной функцией ( ) 1 2207

1 2, 6 10 t t
yyR t t e− −−= ⋅ .  

Корреляционная функция выходного сиг-
нала ( )1 2,l

xxR t t  представлена на рис. 1, 
где хорошо видны колебания дисперсии 

( ) ( )
1 2

1 2,l l
x xx t t t

D t R t t
= =

=  с  двойной частотой 
изменения my(t). 

Корреляционная функция выходного 
сигнала эквивалентной детерминирован-

ной системы ( )1 2,l
xxR t t , представленная на 

рис. 2, не имеет таких колебаний, и диспер-
сия данного сигнала, соответственно, изме-
няется по апериодическому закону, дости-
гая некоторого установившегося значения.

В рассматриваемом примере наи-
большее искажение, вызванное влиянием 
случайности параметров системы, наблю-
дается у  корреляционной функции, в  то 
время как искажение математического 
ожидания незначительно, поэтому его 
графики не приводятся, но тем не менее, 
согласно (5) и  (7), это искажение всегда 
имеет место.

Рис. 1. Корреляционная функция выходного сигнала стохастической модели ЭГСП  
до компенсации случайности параметра hз

Рис. 2. Корреляционная функция выходного сигнала эквивалентной детерминированной модели ЭГСП



 FUNDAMENTAL RESEARCH    № 4, 2017 

62  TECHNICAL SCIENCES (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 

Решая задачу активной компенсации 
случайности параметра hз в  соответствии 
с описанным выше алгоритмом, на шаге 2, 
выбирая TD = 5∙10–4, находим математиче-
ское ожидание скорректированного входно-
го сигнала ( )l

cor ym t , которое используется 
на шаге 3 для вычисления ( )1 2,l

xxR t t . Гра-
фик данной корреляционной функции мало 
отличается от представленного на рис. 1, 
поэтому здесь не приводится.

Выполняя шаги 4 и  5, находим 
( )1 2,l

cor yyR t t . При этом выбираем 0,8lk = , 
0,8dk = , TD = 7∙10–3. Результат компенсации 

представлен на рис. 3, где показана корре-
ляционная функция выходного сигнала сто-
хастической модели ЭГСП, вычисленная 
для скорректированного входного сигнала 
в виде случайного процесса с найденными 
характеристиками ( )l

cor ym t и  ( )1 2,l
cor yyR t t . 

За исключением небольших колебаний 
дисперсии ( )l

xD t , график рис. 3 близок к гра-
фику корреляционной функции выходного 
сигнала эквивалентной детерминированной 
системы рис. 2, со значением дисперсии 
в установившемся режиме около 3∙10–5. Име-
ющиеся отличия объясняются принципи-
ально приближенным характером равенства 
(10) и неточностью вычисления ( )1 2,l

xxR t t  на 
шаге 3 из-за удержания ограниченного числа 
членов матричного ряда, аппроксимирующе-
го стохастический оператор A .

Заметим, что величина дисперсии слу-
чайного физического параметра hз принята 

несколько завышенной по сравнению с тем, 
что обычно имеет место на практике. Это 
сделано с  целью более наглядной демон-
страции эффективности предлагаемого ме-
тода активной компенсации, дающего удов-
летворительный результат даже при столь 
значительном искажении корреляционной 
функции выходного сигнала, вызванном 
случайностью данного параметра.

Заключение
Использование усредненных проекци-

онных моделей стохастических систем по-
зволило предложить новый подход к актив-
ной компенсации случайности физических 
параметров систем управления, идея кото-
рого следует из операторной формы этих 
моделей. 

Компенсация по математическому ожи-
данию достигается путем обращения ус-
редненного стохастического матричного 
оператора (усредненной проекционной ха-
рактеристики стохастической системы), вы-
числяемого с  использованием матричного 
оператора реального дифференцирующего 
звена. Возможность такого обращения по-
зволяет решить обратную задачу динами-
ки в статистической постановке, благодаря 
чему удается найти такое математическое 
ожидание случайного процесса, поступа-
ющего на вход стохастической системы, 
которое обеспечивает требуемое математи-
ческое ожидание случайного процесса на 
ее выходе, компенсируя искажение данной 

Рис. 3. Корреляционная функция выходного сигнала стохастической модели ЭГСП  
после компенсации случайности параметра hз
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статистической характеристики, вызванное 
случайностью параметров системы.

Принцип компенсации по корреляци-
онной функции основан на возможности 
представить корреляционную функцию 
случайного процесса на выходе стохасти-
ческой системы как сумму двух составля-
ющих  – корреляционной функции на вы-
ходе эквивалентной детерминированной 
системы и  составляющей, обусловленной 
влиянием случайности параметров систе-
мы. Выполняя обращение матричного опе-
ратора эквивалентной детерминированной 
системы, также вычисляемого с  исполь-
зованием матричного оператора реально-
го дифференцирующего звена, можно при 
определенных условиях найти такую корре-
ляционную функцию случайного процесса 
на входе стохастической системы, которая 
нивелирует вторую вышеупомянутую со-
ставляющую корреляционной функции ее 
выходного сигнала.

На примере активной компенсации вли-
яния случайности физических параметров 
электрогидравлического следящего привода 
виброиспытательного стенда показано, что 
можно заметно улучшить точность воспро-

изведения статистических характеристик 
формируемого вибрационного воздействия.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований и Правительства Калуж-
ской области (проект № 16-41-400701).
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