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Высокие точностные характеристики и  быстродействие современных микропроцессоров позволяют 
создать на их основе дифференциаторы сигналов, пригодные для использования в реальном масштабе вре-
мени. Как известно, задача цифрового дифференцирования наблюдаемого сигнала, значения которого за-
даны с ошибками, и получения достаточно точных оценок его производных является далеко не тривиальной 
из-за того, что она является некорректной. Отмеченное выше делает вполне очевидной актуальность про-
ведения исследований существующих и создания новых методов цифрового дифференцирования сигналов 
и выбора такого или таких из них, которые наиболее пригодны для реализации с применением средств со-
временной микропроцессорной техники и позволяют достичь требуемых характеристик. В работе данная 
задача решена с  использованием математического аппарата сплайн-аппроксимации. Применение сглажи-
вающих сплайнов наиболее эффективно в случаях, когда погрешность результатов измерений велика. Если 
сглаживать функцию кубическим сплайном и  затем дифференцировать сплайн-функцию, то полученное 
в результате выражение будет эквивалентно сглаживанию параболическим сплайном.

Ключевые слова: сплайн-аппроксимация, дифференцирование сигналов

THE METHOD OF DIFFERENTIATION OF SIGNALS  
USING SPLINE-APPROXIMATION
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High precision characteristics and the operating speed of modern microprocessors allow you to create 
differentiators signals suitable for use in real-time. As is known, the problem of the digital differentiation of the 
observed signal, the values of which are given with errors, and to obtain sufficiently accurate estimates of its 
derivatives is far from trivial due to the fact that it is incorrect. Mentioned above makes obvious the relevance of the 
research of existing and creation of new methods of digital differentiation of signals and the choice of such or such of 
them, which are most suitable for implementation with the use of modern microprocessor technology and capability 
to achieve the desired characteristics. In the work this problem is solved using the mathematical apparatus of the 
spline approximation. In cases, the most effective is the Use of smoothing splines when the error of measurement 
results is large. If a smooth function is a cubic spline, then differentiate the spline function, the resulting expression 
will be equivalent to the parabolic smoothing spline.
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В настоящее время получили широкое 
развитие современные методы и алгоритмы 
анализа радиотехнических сигналов и  их 
производных на фоне шумов регистрации. 
Такие достаточно сложные задачи возника-
ют при математическом и вычислительном 
моделировании объектов, описываемых 
дифференциальными уравнениями различ-
ного порядка, а  также при обработке изо-
бражений в задаче выделения контуров. Без 
эффективного решения задач такого рода 
невозможно вести речь о  создании инфор-
мационных систем обработки радиосигна-
лов и телевизионных изображений. 

Обеспечение необходимых требова-
ний, предъявляемых к  современным си-
стемам технического зрения при решении 
задач высокой сложности, сопряженными 

с высокой изменчивостью рабочей сцены, 
разнородностью объектов, помехами и др., 
напрямую связано с  задачей повышения 
эффективности процесса цифровой обра-
ботки сигнала, регистрируемого датчиками 
систем технического зрения. В частности, 
одной из проблем применения в априорно 
неизвестных условиях наблюдения являет-
ся наличие шума, обусловленного различ-
ными факторами, такими как дефекты си-
стемы регистрации, влияние окружающей 
среды и т.п.

Стремительное развитие микропроцес-
сорной техники в последнее время создаёт 
условия для появления новых применений 
и расширения и без того широкого спектра 
задач, решаемых с  помощью систем тех-
нического зрения, что свидетельствует об 



 ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 4, 2017 

25 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 
актуальности исследований в  области по-
вышения эффективности и  устойчивости 
методов и алгоритмов цифровой обработки 
сигналов. Актуальность проведения иссле-
дований существующих и создания новых 
методов цифрового дифференцирования 
телевизионных сигналов не вызывает со-
мнений [1–3, 5].

Цель работы: строгое математическое 
обоснование и  разработка новых высоко-
точных методов дифференцирования сиг-
налов, регистрируемых на фоне шума с ис-
пользованием математического аппарата 
сплайн-аппроксимации.

Кривые, встречающиеся в практических 
задачах, обычно имеют довольно сложную 
форму, не позволяющую выполнению ана-
литического задания в  целом при помощи 
элементарных функций. Поэтому их со-
бирают из сравнительно простых гладких 
фрагментов  – отрезков (кривых), каждый 
из которых может быть вполне удовлетво-
рительно описан при помощи элементар-
ных функций. При этом желательно чтобы 
гладкие функции, которые используются 
для построения частичных отрезков, были 
бы многочленами одинаковой степени. 
А чтобы получающаяся в результате кривая 
оказалась достаточно гладкой, необходимо 
обращать внимание на места стыковки ку-
сочных фрагментов [8–10]. 

Для гладкого изменения касательной 
вдоль всей составной кривой достаточ-
но описывать стыкуемые кривые при по-
мощи многочленов третьей степени. Ко-
эффициенты таких многочленов всегда 
можно подобрать так, чтобы кривизна 
соответствующей составной кривой была 
непрерывной [1, 4]. И здесь вполне есте-
ственно использовать кубические сплай-
ны, описываемые при помощи многоч-
ленов третьей степени. Существующие 
методы предварительной обработки сиг-
налов связаны в  основном с  использова-

нием цифровых фильтров. В тех случаях, 
когда в  процессе обработки подавляется 
высокочастотная составляющая, гово-
рят о сглаживании. Весьма популярными 
стали сплайновые методы сглаживания, 
что обусловлено естественностью поста-
новки задачи сглаживания для сплайнов 
в  силу их вариационных свойств. Хоро-
шие дифференциальные и аппроксимаци-
онные свойства делают аппарат сплайнов 
универсальным средством обработки ин-
формации [11]. 

Применение сглаживающих сплайнов 
наиболее эффективно в  случаях, когда 
погрешность результатов измерений ве-
лика. Если сглаживать функцию кубиче-
ским сплайном и затем дифференцировать 
сплайн-функцию, то полученное в резуль-
тате выражение будет эквивалентно сгла-
живанию параболическим сплайном. При-
менение сплайн-аппроксимации позволяет 
значительно сократить время первичной 
обработки измерений, даже при работе 
с большими массивами данных [5–7].

Рассмотрим область φ = [a; b], на кото-
рой определена функция Fu(x), где N – чис-
ло шагов разбиения сигнала. Введем в об-
ласти φ множество узлов с равным шагом 
разбиения h:

	 0 1 2 1: .N Nx x a x x b x +∆ < = < < < = <  	(1)

Получим аналитическое выражение для 
сплайн – аппроксимации сигнала, в виде си-
стемы сглаживающих кубических нормали-
зованных В-сплайнов дефекта 1 [5, 6]:

	 (2)

где bi – коэффициенты сплайна; 1
2

ni
X ++

 – ко-

ординаты средины носителя В-сплайна; n – 
степень сплайна.
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	 	 (4)

Задачу сглаживания будем решать, минимизируя функционал вида [7, 8]:

	 	  (5)

где ρ – коэффициент сглаживания; Fu(xi) – значение сглаживаемой функции в узлах сетки; 
Fc(xi) – значение сплайна в точке xi; ( )F x′′  – модуль второй производной сплайна.
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Рассмотрим участок [xi; xi+1] и осуществим привязку коэффициентов сплайна к сре-

дине соответствующего носителя. Тогда для этого участка, с учетом (4), выражение (5) 
примет вид [6, 7, 9]

	 	  (6)

Введем нормализованную координату для сплайна, равную ix x
h
−χ = , тогда выраже-

ние (6) можно записать в виде

	 	  (7)

После несложных арифметических преобразований, группирования относительно 
коэффициентов сплайна и  подстановки в  (6) получим аналитическое выражение для 
сплайна в виде

	 	  (8)

Таким образом, функционал запишется в виде: 

	 	 (9)

Для нахождения коэффициентов сплайна (8), приносящего минимум функционалу (9), 

вычислим частные производные 
j

J
b

∂
∂

, ( 0; 1)i N= +  и приравняем их к нулю. В результате 

этой операции получим систему из N+2 линейных уравнений матричная форма, которых 
имеет вид [6, 5]
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6
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Матрица коэффициентов системы (10) имеет семидиагональный вид и хорошо обуслов-
лена. Решая эту систему одним из известных методов, находим значения искомых коэф-
фициентов. Дифференцируя в  аналитическом виде (8), получим выражение для сплайн-
аппроксимации производной сигнала:

	 	 (11)

Применение на практике данного мето-
да аппроксимации сплайнами дифференци-
рованных сигналов позволяет значительно 
уменьшить время обработки. 

Выводы
Обеспечение необходимых требова-

ний, предъявляемых к  современным си-
стемам технического зрения при решении 
задач высокой сложности, сопряженными 
с  высокой изменчивостью рабочей сце-
ны, разнородностью объектов, помехами 
и др., напрямую связано с  задачей повы-
шения эффективности процесса цифро-
вой обработки сигнала, регистрируемого 
датчиками систем технического зрения 
автономных роботов. В частности, одной 
из проблем применения в априорно неиз-
вестных условиях наблюдения является 
наличие шума, обусловленного различ-
ными факторами, такими как дефекты 
системы регистрации, влияние окружаю-
щей среды и т.п. Предложенный впервые 

новый высокоточный метод цифрового 
дифференцирования сигналов позволяет, 
не пользуясь стандартными процедурами 
численного дифференцирования, кото-
рые сами по себе являются некорректны-
ми с  достаточно высокой точностью вы-
числять как значение самого сигнала, так 
и значения его производной.

Стремительное развитие микропро-
цессорной техники в  последнее время 
создаёт условия для появления новых 
применений и  расширения и  без того 
широкого спектра задач, решаемых с  по-
мощью систем технического зрения, что 
свидетельствует об актуальности исследо-
ваний в области повышения эффективно-
сти и устойчивости методов и алгоритмов 
цифровой обработки сигналов. Используя 
математический аппарат дифференциро-
вания при помощи сплайнов для обра-
ботки результатов измерений, значитель-
ным является то, что в  численной схеме 
используется ограниченное число коэф-
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фициентов разложения. Применение ку-
бических нормализованных В-сплайнов 
в  задаче аппроксимации дифференциро-
ванных сигналов существенно уменьшает 
время обработки.
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