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В этой статье предложена математическая модель изменения численности клиентов компании по ми-
крофинансированию со смешанными потоками входящих рисков. Такая компания по микрофинансирова-
нию специализируется на двух видах кредитования, например простой займ и пенсионный займ. В качестве 
математической модели выбрана бесконечно-линейная система массового обслуживания M|M|∞ с неогра-
ниченным числом обслуживающих приборов, с простейшими входящими потоками заявок и экспоненци-
альным временем обслуживания их на приборах. Деятельность компании определяется двумя случайными 
процессами: числом заключенных кредитных договоров и  капиталом компании. Исследование этих двух 
процессов выполнено методами теории массового обслуживания. Получена система дифференциальных 
уравнений, определяющая распределение вероятностей числа пришедших клиентов и числа заключенных 
договоров в системе массового обслуживания. Найден вид характеристической функции величины измене-
ния капитала компании по микрофинансированию. Методом моментов найдены основные вероятностные 
характеристики капитала компании: математическое ожидание и дисперсия.
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In this paper a mathematical model of microfinance company with mixed flows of incoming risks is proposed. 
The microfinance company specializes in two types of lending, for example a simple loan and a pension loan. 
The mathematical model defines an infinitely linear queuing system M|M|∞ with an unlimited number of serving 
devices, with the simplest incoming streams of applications and with exponential service time. The company’s 
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В настоящее время развивающимся на-
правлением в  России является микрофинан-
сирование. Востребованность микрофинан-
сирования и доступность открытия компании 
делают этот сегмент кредитования весьма 
привлекательным для создания собственного 
бизнеса. В этих условиях большое значение 
приобретает исследование вопросов микро-
финансирования. Одним из таких вопросов 
является оценка минимального размера созда-
ваемого капитала компании и прогнозирова-
ние динамики капитала с учетом возможных 
рисков. Ведь собственный капитал является 
базовым показателем при расчете нормативов 
деятельности кредитной организации, уста-
новленных Банком России, и одним из ориен-
тиров для оценки бизнеса рынком, а следова-
тельно, и инвесторами [1]. 

Кредитование как отрасль экономики, 
связана с  риском случайных финансовых 
потерь (невозвратом долга), которые воз-
никают в  результате нежелательных собы-
тий, например потеря трудоспособности, 

болезнь, смерть и  т.п. Основной принцип 
любого кредитования состоит в  том, что 
кредитор (банк) выдает заемщику опреде-
ленную денежную сумму на определенный 
срок под определенный процент, а заемщик 
обязуется вернуть денежную сумму на ого-
воренных условиях. В результате некото-
рых нежелательных событий заемщик не 
возвращает сумму, в  этом случае кредитор 
несет финансовые потери.

Хотя для каждого кредитного договора 
значения денежной суммы (кредита) и воз-
можной выплаты с учетом процентов строго 
оговорены, до момента заключения кредит-
ного договора они неизвестны и  должны 
рассматриваться как случайные величины. 
Моменты заключения новых кредитных до-
говоров и наступления выплат по кредитам 
также являются случайными величинами.

Математическое моделирование являет-
ся мощным и  эффективным инструментом 
исследования таких вопросов и  позволяет 
найти основные характеристики, а  также 
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построить научно обоснованные прогнозы 
величины капитала компании.

В работе для построения математической 
модели предлагается применить модели и ме-
тоды теории массового обслуживания. Рас-
смотрим классическую бесконечно-линей-
ную систему массового обслуживания M|M|∞ 
с  неограниченным числом обслуживающих 
приборов, с  простейшими входящими пото-
ками заявок и  экспоненциальным временем 
обслуживания их на приборах [2, 3].

Указанную систему массового обслужи-
вания можно рассматривать как математи-
ческую модель потока клиентов некоторой 
компании по микрофинансированию, специ-
ализирующейся на двух видах кредитова-
ния, например простой займ и  пенсионный 
займ [1]. Кредит выдается одной суммой, воз-
врат кредита должен быть произведен в тече-
ние определенного срока, выплата процентов 
за использование кредитом происходит ре-
гулярно, процентная ставка фиксированная. 
Тогда приходящие заявки целесообразно раз-
делить на две группы, каждая из которых об-
служивается определённым образом. 

На вход системы M|M|∞ поступает сме-
шанный поток, состоящий из двух про-
стейших потоков (стационарный пуассо-
новский) договоров с  параметрами λ1 и  λ2 
соответственно. Договоры 1-го типа по-
ступают в первый блок обслуживания, 2-го 
типа – во второй блок обслуживания и  за-
нимают любой из свободных приборов, 
на котором выполняется их обслуживание 
в  течение случайного времени, распреде-
лённого по экспоненциальному закону с па-
раметрами μ1 и μ2 соответственно.

Деятельность компании по микрофи-
нансированию можно охарактеризовать 
двумя случайными величинами: числом за-
ключенных кредитных договоров k(t) и ка-
питалом компании S(t). Будем считать, что 
потенциальный рынок кредитных услуг 
считается бесконечным. 

Рассмотрим процесс изменения состоя-
ний случайных процессов k(t) и S(t) с тече-
нием времени t. Изменение числа кредитных 
договоров и  значений капитала компании 
происходит в следующих случаях. 

1. Компания по микрофинансированию 
заключает новый кредитный договор и вы-
дает денежную сумму. Будем предполагать, 
что поток заключенных кредитных догово-
ров состоит из двух простейших потоков 
с параметрами λ1 и λ2. Очевидно, что заклю-
чение кредитного договора и выдача денеж-
ной суммы связаны с риском для компании. 
Вероятность того, что за время Δt компания 
примет на себя новый риск в  зависимо-
сти от типа договора, равна 1 0( )t tλ ∆ + ∆  и 

2 0( )t tλ ∆ + ∆ . Каждый новый риск для ком-

пании связан с  выдачей денежной суммы 
заемщику. φ1 и  φ2  – размеры для первого 
и  второго вида кредитования, которые яв-
ляются случайными величинам с  функ-
циями распределения 

1
Fϕ , 

2
Fϕ  и  момента-

ми 1 1{ }M aϕ = , 2
1 2{ }M aϕ = , 2 1{ }M Aϕ = , 

2
2 2{ }M Aϕ = .

2. По каждому из k1 заключенных кре-
дитных договоров первого типа с интенсив-
ностью 

1ξλ  выплачивается взнос по кредиту 
в  размере ξ1, который является случайной 
величиной с  функцией распределения 

1
Fξ  

и  моментами 1 1{ }M bξ = , 2
1 2{ }M bξ = . Вы-

платы вносятся независимо друг от друга, 
и  поэтому за время Δt в  компанию по ми-
крофинансированию поступит такой взнос 
с  вероятностью 

11 0( )k t tξλ ∆ + ∆ . Аналогич-
но по каждому из k2 заключенных кредит-
ных договоров второго типа с интенсивно-
стью 

2ξλ  выплачивается взнос по кредиту 
в  размере ξ2, который является случайной 
величиной с  функцией распределения 

2
Fξ  

и моментами 2 1{ }M Bξ = , 2
2 2{ }M Bξ = . Вы-

платы вносятся независимо друг от друга, 
и  поэтому за время Δt в  компанию по ми-
крофинансированию поступит такой взнос 
с вероятностью 

22 0( )k t tξλ ∆ + ∆ .
3. В какой-то момент срок кредитно-

го договора заканчивается. Будем считать, 
что срок, на который заключается кредит-
ный договор, является случайной величи-
ной с функцией распределения 1

1 1 tF e−µ= −  
для первого типа и  2

2 1 tF e−µ= −  для второго 
типа. Каждый кредитный договор расторга-
ется и  «покидает» компанию, независимо 
от срока действия других кредитных дого-
воров, с интенсивностями μ1 и μ2. Тогда за 
время Δt кредитные договоры «покидают» 
компанию с вероятностями 1 1 0( )k t tµ ∆ + ∆ и 

2 2 0( )k t tµ ∆ + ∆  соответственно.
4. Будем предполагать, что с  каждым 

кредитным договором первого вида может 
наступить случай невозврата кредита с  ин-
тенсивностью 1ηψ . Эти случаи для раз-
личных кредитных договоров независимы. 
С вероятностью 

11 0( )k t tηψ ∆ + ∆  наступают 
случаи невозврата кредита, где η1 – финан-
совые убытки компании. Размер η1  – явля-
ется случайной величиной с функцией рас-
пределения 

1
Fη  и  моментами 1 1{ }M cη = ,  

2
1 2{ }M cη = . Аналогично, с  каждым кре-

дитным договором второго вида может на-
ступить случай невозврата кредита с интен-
сивностью 

2ηψ . Эти случаи для различных 
кредитных договоров независимы. С веро-
ятностью 22 0( )k t tηψ ∆ + ∆  наступают слу-
чаи невозврата кредита, где η2 – финансовые 
убытки компании. Размер η2 является случай-
ной величиной с  функцией распределения 

2
Fη  и моментами 1{ }M Cγ = , 2

2{ }M Cγ = .
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Определим l1(t) и l2(t) как случайные процессы, которые характеризует число пришед-

ших клиентов за время t за кредитами первого типа и второго типа, а i1(t) и i2(t) – число за-
ключенных кредитных договоров каждого вида (выданных кредитов) в момент времени t. 

Задача исследования данной математической модели состоит в нахождении распреде-
ления вероятностей

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( , , , , ) { ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , }P l l i i t P l t l l t l i t i i t i t= = = = = .

Составим Δt-методом прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова [3, 4]:

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 2 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

( , , , , ) (1 )(1 )(1 )(1 ) ( , , , , )
( 1, , 1, , ) ( , 1, , 1, )

( 1) ( , , 1, , ) ( 1) ( , , , 1, ).

P l l i i t t t t i t i t P l l i i t
tP l l i i t tP l l i i t

i tP l l i i t i tP l l i i t

+ ∆ = − λ ∆ − λ ∆ − µ ∆ − µ ∆ +
+λ ∆ − − + λ ∆ − − +

+ + µ ∆ + + + µ ∆ +

Откуда получаем систему дифференциальных уравнений:

	

1 2 1 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

( , , , , ) ( ) ( , , , , ) ( 1, , 1, , )

( , 1, , 1, ) ( 1) ( , , 1, , ) ( 1) ( , , , 1, ).

P l l i i t i i P l l i i t P l l i i t
t

P l l i i t i P l l i i t i P l l i i t

∂ = − λ + λ + µ + µ + λ − − +
∂

+λ − − + + µ + + + µ +  	 (1)

Чтобы решить систему дифференциальных уравнений (1), определим производящую 
функцию четырехмерного распределения 1 2 1 2( , , , , )P l l i i t  в виде

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
0 0 0 0

( , , , , ) ( , , , , )l l i i

l l i l
F x x y y t x x y y P l l i i t

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= ∑∑∑∑ .

Для производящей функции 1 2 1 2( , , , , )F x x y y t  из (1) получим обыкновенное дифферен-
циальное уравнение в частных производных 1-го порядка следующего вида

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , , )( 1) ( 1)

( ( 1) ( 1)) ( , , , , ).

F x x y y t F x x y y t F x x y y ty y
t y y

x y x y F x x y y t

∂ ∂ ∂+ µ − + µ − =
∂ ∂ ∂

= λ − + λ −

Откуда найдем выражение для производящей функции 1 2 1 2( , , , , )F x x y y t :

( ) ( )1 21 1 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

( , , , ) exp ( ( 1) ( 1)) ( 1) 1 ( 1) 1t tx xF x x y y t x x t y e y e−µ −µ λ λ= λ − + λ − + − − + − − µ µ 
. (2)

В результате определен вид производящей функции четырехмерного распределения 
1 2 1 2( , , , , )P l l i i t . 
Из [5] известно, что капитал любой компании по микрофинансированию в определен-

ный момент времени определяется следующим выражением:

( ) (0) ( )S t S S t= +  ,
где S(0) – начальный капитал.

Изменение капитала компании по микрофинансированию можно описать выражением 

1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( )
i i

i t l t i t l t

i l i l
i l i l

S t η η
= = = =

= ξ − ψ η − ϕ + ξ − ψ η − ϕ∑ ∑ ∑ ∑ .

Рассмотрим характеристическую функцию величины изменения капитала компании по 
микрофинансированию, полученного за время t. Очевидно, что

- S(t)( , ) Me ( ( ), ( ), ( ), ( ), )1 2 1 2H t F tαα = = ϕ α ϕ α ψ α ψ α


.
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Согласно виду производящей функции (2) найдем, что

	

( )

( )

1

2

1 1
1 1 1 2 2

1

2 2
2

2

( , )
( )exp ( ( ) 1) 1 ( ( ( ) 1) ( ( ) 1))

( ) ( ( ) 1) 1 ,

t

t

H t e t

e

−µ

−µ

α =
λ ϕ α ψ α − − + λ ϕ α − + λ ϕ α − + µ

λ ϕ α+ ψ α − − µ 
 	 (3)

где 1( )
1( ) ijMe− α −ϕϕ α =  – характеристическая функция величины 1( )

i
−ϕ , 2( )

2 ( ) kjMe− α −ϕϕ α =  – 

характеристическая функция величины 2( )
k

−ϕ , 1 11
( )

1( ) i ij
Me η− α ξ −ψ η

ψ α =   – характеристиче-
ская функция величины 

11 1ii ηξ − ψ η , 2 22( )
2 ( ) k kjMe η− α ξ −ψ ηψ α =  – характеристическая функция 

величины 
22 2k kηξ − ψ η , j – мнимая единица.

Среднее значение величины изменения капитала компании по микрокредитованию, по-
лученного за время t, можно определить как

0

1 ( , )( ) H tMS t
j α=

∂ α=
∂α

 .

Учитывая, что

1 2 1 20 0 0 0
( ) 1, ( ) 1, ( ) 1, ( ) 1

α= α= α= α=
ϕ α = ϕ α = ψ α = ψ α = ,

1 1 2 10 0
'( ) , '( )ja jA

α= α=
ϕ α = − ϕ α = − ,

2 2
1 2 2 20 0
''( ) , ''( )j a j A

α= α=
ϕ α = − ϕ α = − ,

1 21 1 1 2 1 10 0
'( ) ( ), '( ) ( )j b c j B Cη ηα= α=

ψ α = − ψ ψ α = − ψ ,

1 1 1 1

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 20 0
''( ) ( 2 ),2 ''( ) ( 2 )j b b c c j B B C Cη η η ηα= α=

ψ α = − ψ + ψ ψ α = − ψ + ψ .
Тогда методом моментов из (3) получим основные вероятностные характеристики [3, 6] 

капитала компании по микрофинансированию: математическое ожидание (среднее значе-
ние) и дисперсия:

( ) (0) ( )MS t S MS t= +  ,

( ) ( )1 2

1 21 2
1 1 1 1 1 1 2 1

1 2

( ) 1 1t tMS t e b c e B C a t A tη η
λ λ−µ −µ   = − − ψ + − − ψ − λ − λ   µ µ

 , 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

21 11 1
2 2 1 1 1 1 2

1 1

22 22 2
2 2 1 1 1 2 2

2 2

( ) 1 2 1

1 2 1 .

t tDS t b c e a b c e a t

t tB C e A B C e A t

η η

η η

λ λ−µ −µ   = − ψ − − − ψ − − λ +   µ µ   
λ λ−µ −µ   + − ψ − − − ψ − − λ   µ µ   



Заключение

1. Построена математическая модель 
изменения численности клиентов компании 
по микрофинансированию со смешанными 
потоками входящих рисков в виде системы 
массового обслуживания с неограниченным 
числом обслуживающих приборов (M|M|∞).

2. Получена система дифференциаль-
ных уравнений, определяющая распре-

деление вероятностей числа пришедших 
клиентов и  числа заключенных договоров 
в системе массового обслуживания.

3. Найден вид характеристической 
функции величины изменения капитала 
компании по микрофинансированию.

4. Методом моментов найдены основ-
ные вероятностные характеристики капи-
тала компании: математическое ожидание 
и дисперсия. 
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