
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 9, 2016

489ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00)
УДК 620.172.212:624.042.7

ВЕРОЯТНОСТНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОЦЕНКИ 
НАЧАЛЬНОЙ НАДЕЖНОСТИ ИЗГИБАЕМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ, 

ДИСПЕРСНО-АРМИРОВАННЫХ ДИСКРЕТНЫМИ ВОЛОКНАМИ
Корнеев А.М., Бузина О.П., Суханов А.В., Шипулин И.А.

ФГБОУ ВПО «Липецкий государственный технический университет», 
Липецк, e-mail: pm03sav@mail.ru

В статье приводятся основные положения вероятностной математической модели по оценке надеж-
ности изгибаемых элементов, дисперсно-армированных стальными дискретными волокнами, – фибрами 
с единичными отгибами на обоих концах («Dramix»). Авторами на основе математической нелинейно-де-
формационной модели разработаны вероятностный алгоритм и программа для ЭВМ по оценке надежности 
фибробетонных балок, работающих на изгиб, с учетом физической нелинейности материалов, которая реа-
лизует метод статистического моделирования. Вероятностный расчет состоит в определении статистических 
характеристик прочности, жесткости и трещиностойкости исследуемых элементов конструкции при прове-
дении большого количества статистических испытаний, связанных с моделированием исходных случайных 
величин, – призменной прочности матрицы, предельной прочности волокон на растяжение, угла ориентации 
волокон и их заделки. В результате программа выдает показатели надежности изгибаемых элементов, ар-
мированных стальными дискретными волокнами, по прочности, жесткости и трещиностойкости. Данные 
показатели позволяют судить об эксплуатационной пригодности исследуемых элементов конструкций.
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The article describes the main provisions of probabilistic mathematical model to assess the reliability of bent 
elements, steel-reinforced dispersion-discrete fi bers with a single limb at both ends («Dramix»). The authors, based 
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Конструкции, армированные дис-
кретными волокнами, должны быть обе-
спечены с требуемой надежностью от 
возникновения всех видов предельных со-
стояний расчетом, выбором показателей 
качества материалов, назначением раз-
меров и конструированием согласно ука-
заниям СНиП 52-01 и СП 52-104 2006*. 
Учет влияния технологических факторов 
и их изменчивости на надежность кон-
струкций может быть выполнен только 
с помощью вероятностных расчетов, учи-
тывающих взаимодействие случайных 
величин, – следовательно, разработка ве-
роятностного алгоритма представляет со-
бой одну из главных задач в организации 
системы контроля качества выпускаемой 
продукции. Кроме того, разработка веро-

ятностных алгоритмов и написание про-
граммы по оценке надежности элементов 
конструкций необходимы для выполнения 
численного моделирования по изучению 
влияния изменчивости разных технологи-
ческих факторов на их эксплуатационную 
пригодность.

Испытания конструкций дают воз-
можность оценить их пригодность по не-
скольким группам предельных состояний: 
по прочности, по жесткости и по трещи-
ностойкости. Соответственно, в качестве 
основных критериев при оценке эксплуа-
тационной пригодности [1, 3, 4] изгибае-
мых элементов принимают, как правило, 
следующие показатели:

а) по прочности дисперсно-армирован-
ного бетона (среднее значение нагрузки F 
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при испытаниях не должно быть ниже за-
данной максимальной нагрузки Fult):

  (1)

б) по жесткости (среднее значение про-
гиба f изгибаемого элемента не должно пре-
вышать критического fult):

  (2)

в) по трещиностойкости (среднее зна-
чение величины раскрытия трещины в цен-
тральном нормальном сечении изгибаемого 
элемента acrc не должно превышать крити-
ческого значения acrc,ult):

  (3)

Здесь SF, Sf, Sa – среднеквадратичные от-
клонения соответственно величин F, f, acrc; 
Φ(x) – функция Лапласа:

  (4)

Важным вопросом является назначе-
ние величин H0, H1, H2, определяющих 
материалоемкость конструкций. На осно-
вании расчетных прочностных характери-
стик материалов, приведенных в нормах 
проектирования (ГОСТ 27751-88, СНиП 
52-01, СНиП 2.01.07, СП 52-104 2006* 
и др.) ж/б и ФБ конструкций, уровни на-
дежности по каждому предельному со-
стоянию варьируются от 0,8 до 0,98. Со-
гласно работам [3, 4] можно принять за 
требуемые следующие значения величин 
H0 = 0,95, H1 = 0,95, H2 = 0,90.

Большинство теоретических исследо-
ваний [3, 4, 7] в области оценки надеж-
ности ж/б конструкций показывают, что 
наиболее эффективными методами для 
разработки вероятностных алгоритмов 
являются методы: линеаризации функций, 
статистического моделирования (Монте-
Карло), статистических испытаний. Ме-
тод статистического моделирования – это 
численный вероятностно-статистический 
метод решения математических задач, 
основанный на многократном моделиро-
вании случайных величин или процессов 
и последующем построении статистиче-
ских оценок для искомых величин. 

При использовании метода статистиче-
ского моделирования [3, 7] производится до-
статочно большое число (n = 10000...30000) 
статистических испытаний по схеме Бер-
нулли, т.е. при каждом испытании генериру-
ются случайные реализации всех исходных 
величин согласно их плотности распределе-
ния вероятностей.

При разыгрывании случайных величин 
на ЭВМ используется стандартная функ-
ция rand(x) для генерирования случайных 
равномерно распределенных чисел в интер-
вале [0; 1]. Для получения случайных чисел 
с нормальным законом распределения [3] 
при математическом ожидании М = 0 и дис-
персии D = l могут использоваться следую-
щие зависимости:

  (5)

где γ1, γ2 – два независимых случайных 
числа с равномерным распределением; ξ1, 
ξ2 – два сопряженных числа с нормальным 
законом распределения (математическое 
ожидание М = 0 и дисперсия D = l).

Для исходных случайных величин 
с конкретным значением M и D перерасчет 
производится по формуле
 . (6)

Далее с учетом полученных исходных 
величин по основной, математической мо-
дели производится N раз детерминирован-
ный расчет, т.е. расчет элементов по проч-
ности бетона, расчет прогиба и ширины 
раскрытия трещин. Сравнение несущей 
способности с действующими усилиями 
в изгибаемом элементе определяет одно 
из возможных состояний системы в целом. 
Статистическая обработка совокупности 
таких состояний, число которых измеряется 
десятками тысяч, позволяет сделать соот-
ветствующие прогнозы. Для этого опреде-
ляются статистические характеристики ве-
личин по следующим формулам:

  

      

  (7)

Здесь X – случайная величина; M(X) – 
среднее значение (математическое 
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ожидание) случайной величины; N – коли-
чество испытаний; D(X) – дисперсия слу-
чайной величины: S(X) – среднеквадрати-
ческое отклонение случайной величины; 
V(X) – коэффициент вариации случайной 
величины.

Для статистической обработки и по-
строения плотностей распределения 
прочностных характеристик матрицы 
и дискретных волокон использовался раз-
работанный комплекс программ по оцен-

ке напряженно-деформированного состо-
яния и оценки надежности изгибаемых 
элементов (SFRC.exe). Каждая характери-
стика при своем коэффициенте вариации 
разыгрывалась по 2·105 раз. 

Экспериментальные исследования проч-
ностных характеристик бетонов [5] позволили 
определить величину вариации призменной 
прочности бетона V(Rb); для разного класса 
и составов бетона значения коэффициента ва-
риации лежали в пределах от 10 до 16 %.

    
                 а                                               б                                                     в

Рис. 1. Гистограммы плотностей распределения прочности бетона при различных 
коэффициентах вариации: 

а – V = 10 %; б – V = 13 %; в – V = 16 %

    
              а                                            б                                                       в

Рис. 2. Гистограммы плотностей распределения прочности стальных волокон 
при различных коэффициентах вариации: 
а – V = 4 %; б – V = 6 %; в – V = 8 %

Рис. 3. Первые 104 результатов моделирования значений угла ориентации дискретного волокна 
в нормальном сечении изгибаемого элемента
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Рис. 4. Алгоритм программы SFRC – оценка надежности изгибаемых элементов, 
армированных дискретными волокнами, на основе вероятностной математической модели (часть 1)
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Рис. 5. Алгоритм программы SFRC – оценка надежности изгибаемых элементов,
армированных дискретными волокнами, на основе вероятностной математической модели (часть 2)
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Результаты 2·105 разыгрываний при-
зменной прочности бетона при коэффици-
ентах вариации: V(Rb) = 10 %, V(Rb) = 13 %, 
и V(Rb) = 16 % представлены в виде гисто-
грамм на рис. 1. Среднее значение прочно-
сти бетона Rb = 29,5 МПа.

Коэффициент вариации предельной 
прочности фибры при растяжении оказался 
равным V(Rf) ≈ 4–8 %. Результаты 2·105 ра-
зыгрываний предельной прочности сталь-
ного волокна при коэффициентах вариа-
ции: V(Rf) = 4 %, V(Rf) = 6 %, и V(Rf) = 8 % 
представлены в виде гистограмм на рис. 2. 
Среднее значение предельной прочности 
волокна Rf = 1100 МПа. 

Анализ экспериментальных образцов 
после испытаний натурных конструкций 
из фибробетона [5] позволил определить 
величину среднеквадратичного отклоне-
ния угла ориентации волокон в нормаль-
ном сечении образцов: S(θ) ≈ 0,45 рад. 
На рис. 3 приведены результаты первых 
104 разыгрываний угла ориентации дис-
кретного волокна. Среднее значение угла 
ориентации волокна θ = 0 рад.

Распределение значений длин заделки 
дискретных волокон относительно нор-
мального сечения изгибаемого элемента 
принято равномерным со средним значе-
нием, равным 15 мм, и крайними значени-
ями 0 и 30 мм.

При сопоставлении фактических и тео-
ретических значений основных статистиче-
ских характеристик призменной прочности 
бетона, прочности волокон, их ориентации 
и положения относительно нормального 
сечения изгибаемого элемента можно отме-
тить, что фактические значения, получен-
ные по результатам численного моделиро-
вания, достаточно близки к теоретическим: 
расхождения составляют 2–4 %.

На основе математической нелиней-
но-деформационной модели разработаны 
вероятностный алгоритм и программа для 
ЭВМ по оценке надежности фибробетон-
ных балок, работающих на изгиб, с уче-
том физической нелинейности материалов 
«SFRC.exe», которая реализует метод стати-
стического моделирования. Вероятностный 
расчет состоит в определении статистиче-
ских характеристик прочности, жесткости 
и трещиностойкости исследуемых элемен-
тов конструкции при проведении большо-
го количества статистических испытаний, 
связанных с моделированием исходных 

случайных величин. Для определения этих 
характеристик на каждом этапе разыгрыва-
ний проводится детерминированный расчет 
по нелинейно-деформационной модели [2]. 
В результате программа выдает показатели 
надежности изгибаемых элементов, арми-
рованных стальными дискретными волок-
нами, по прочности, жесткости и трещино-
стойкости. Данные показатели позволяют 
судить об эксплуатационной пригодности 
исследуемых элементов конструкций. Блок-
схема алгоритма программы представлена 
на рис. 4 и 5.
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