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Целью данной статьи является оценка возможностей адаптации аналитического решения дифракци-
онной задачи для постановки вычислительного эксперимента. Решаются вопросы, связанные с трудно-
стями прямого вычисления параметров системы, обладающей строгим решением. Описываются методы 
аппроксимаций функций вторичного поля, в случаях невозможности или нецелесообразности аналитиче-
ского подхода. Приводятся сравнения различных численных методов при реализации полуаналитического 
симулирования рассеяния электромагнитных волн от вращающейся диэлектрической сферы. Решение са-
мой электродинамической задачи в тексте не приводится, ограничиваясь лишь теми функциями, входящими 
в расчетные формулы, аналитическое вычисление которых является затруднительным. Производится оценка 
точности предлагаемых алгоритмов. Описываются созданные в рамках проектирования аналитические вы-
числительные алгоритмы и методы, которые могут быть применены и для других физических задач.
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Строгое решение задачи рассеяния элек-
тромагнитной волны на вращающейся диэ-
лектрической сфере, было получено в работе 
[6]. Окончательные выражения для внутрен-
них и внешних полей были получены с ис-
пользованием сферических гармоник. Ре-
шение для неподвижной сферы полностью 
совпадает с теорией Ми [5], поля, вызванные 
вращением рассеивателя, находятся решени-
ем уравнений Максвелла для реконструиро-
ванной среды распространения и граничных 
условий, учитывающих поверхностный ток 
[6, 7, 8]. Однако подобный подход не явля-
ется единственным. Данную задачу можно 
решить, используя тензорные функции Гри-
на [3], опять же применяя постоянную рас-
пространения в реконструированной среде. 
Оба этих подхода в результате дают аналити-
ческое решение поставленной задачи, одна-
ко применение подобного аппарата для ши-
рокого спектра систем, начальное состояние 
которых может изменяться в значительном 
диапазоне, оказывается затруднительным. 
В работе [2] описываются параметры вы-
числительного эксперимента двухмерной 

дифракционной задачи рассеяния на слабо-
проводящем цилиндре. 

Цель данного исследования ‒ про-
следить и оценить погрешности, вносимые 
в аналитические расчеты при симулирова-
нии физической системы. Важным в этом 
контексте, является максимально широкий 
диапазон допустимых начальных условий, 
таких как частота падающей волны (f), ди-
электрическая и магнитная проницаемость 
сферы (ε, μ), положение источника в про-
странстве, угловая скорость вращения рас-
сеивателя (Ω) и т.д. Там, где это возможно 
и необходимо, был реализован собствен-
ный алгоритм аналитического расчета, ко-
торый является приоритетным перед чис-
ленными методами. 

Постановка задачи
Подобно тому как разложение экспо-

ненты для плоской ЭМВ, e-ikx, где k – вол-
новое число x – координата прямоугольной 
системы, по цилиндрическим функциям, 
является ключевым для решения двух-
мерной задачи дифракции на цилиндре, 
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похожая процедура (1) по сферическим функциям является отправной точкой для решения 
трехмерной задачи рассеяния на сфере [6]:

  (1)

где ξ = 1, при m = 0 и ξ = 2 для всех прочих значений. Сферические функции, входящие 
в разложение: jn(kR) – сферические функции Бесселя и  – присоединенные функции 
Лежандра. (R, θ,φ) – координаты сферической системы, а индекс «i» применяется к величи-
нам, относящимся к источнику ЭМВ. Угол фазы в сферических координатах определяется 
соотношением:

   (2)

Задача решается с тем допущением, 
что зенитный угол положения источника 
φi = 0. Анализ происходит в частотной об-
ласти, поэтому временная зависимость, 
выражаемая экспонентой eiωt, исключает-
ся из рассмотрения. Так же проводимость 
сферы принимается нулевой, что несколь-
ко упрощает расчет (1), в противном слу-
чае аргумент сферической функции Бес-
селя становится комплексным (для полей 
внутри сферы).

При решении задачи с помощью тен-
зорных функций Грина в расчетные выра-
жения для рассеянного поля также будут 
входить сферические функции [3]. Поми-
мо перечисленных выше, в коэффициен-
тах разложения возникают функции Рик-
кати – Бесселя. Некоторым упрощением 
данного подхода является достаточность 
нахождения функции Лежандра только 
первой степени. В работе [4] описан этот 
подход, который применяется для реше-
ния дифракционной задачи на неподвиж-
ной сфере с покрытием. 

Сферические функции Бесселя
Основная сложность при вычислени-

ях сферических функций Бесселя заклю-
чается в быстром нарастании ошибки вы-

числения, при приближении аргумента 
к особым точкам функции. В этом случае 
использование асимптотических прибли-
жений обязательно. Важным фактором 
является установление точных границ 
аргумента, при которых вместо прямого 
нахождения значения функции исполь-
зуются асимптотические зависимости. 
Эти границы устанавливаются с тем 
решающим фактором, чтобы точность 
асимптотических зависимостей начала 
превышать точность непосредственного 
нахождения. Из [1] получаем определе-
ние сферических функций Бесселя пер-
вого и второго рода:

  

   (3)

Судя по выраженим, представленным 
там же, функции Бесселя первого и второго 
рода полуцелого порядка (n – целое число) 
имеют разложения в ряд и могут быть вы-
числены аналитически:

  (4)

Операция min(.) – округление дробного числа в меньшую сторону. Функции Риккати – 
Бесселя даются соотношением

   (5)
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Знак функции соответствует первому 

и второму роду функции. 
Исходя из (1) n > 0, так же важно опре-

делить, в каких пределах может изменять-
ся аргумент в рамках решаемой проблемы. 
Аргументом этой функции в (1) является 
произведение волнового числа и радиаль-
ной координаты системы отсчета. Очевид-
но, если приближаться к центру сферы, то 
R → 0, а значит, и весь аргумент будет стре-
миться к нулю. В противоположном случае, 
при расчете, поля в дальней зоне, а также 
для нахождения ЭПР сферы, R → ∞. Асим-
птотического поведения функции при уве-
личении аргумента нет, и представление (4) 
дает точный результат. Однако при очень 
больших аргументах максимальный поря-
док функции оказывается так же ограничен-
ным для точного анализа. Так для x ~ 104, 
максимальный достоверно рассчитываемый 
порядок n = 54, что является более чем до-
статочным пределом суммирования в (1). 
Фактически результаты требуемой точно-
сти достигаются гораздо раньше.

При малых аргументах неточности 
аналитического расчета по выражению (4) 
могут быть значительными. Как известно, 
функции Бесселя обладают асимптотиче-
скими поведениями при x → 0. Для сфе-
рической функции Бесселя второго рода 
асимптотические приближения не исполь-
зуются, однако при очень малых значени-
ях аргумента порядок может быть так же 
ограничен. Так при x ~ 10–4, n ≤ 50. Для 
определения границ начала использования 
асимптотического приближения сфериче-
ской функции Бесселя первого рода полу-
аналитическому симулятору необходимо 
задать значения требуемой степени точ-
ности расчета Cl, что также является пока-
зателем последней значащей цифры после 
запятой. Единственным критерием при вы-
боре этого значения является неравенство: 
Ωa/c > Cl, при Ω ≠ 0. В противном случае 
поля первого порядка будут меньше по ам-
плитуде, чем вносимая в расчеты погреш-
ность. После этого границы применимости 
приближений находятся решением уравне-
ния (6) при заданном аргументе, относи-
тельно порядка функции:

  (6)

где  – эталонная функция Бесселя, 
полученная вне рамок реализуемого симу-

лятора. Уравнение (6) решается отдельно 
и для определенного набора значений Cl. 
При обнаружении симулятором наступле-
ния границ срабатывания S(n, x) функция 
Бесселя вычисляется по ее асимптотическо-
му приближению:

  (7)

где Г(.) – гамма-функция Эйлера.
На рис. 1 представлены полученные 

значения функции S(n, x) для двух значений 
Cl. Горизонтальной чертой показан единич-
ный уровень, при котором для заданного ар-
гумента симулятор начинает использовать 
выражение (7), начиная с соответствующе-
го порядка. Как видно из рисунков, при ну-
левом пороге, равном 10–12, выражение (7) 
начинает использоваться симулятором для 
всех x < 10–1, уже для функций Бесселя пер-
вого порядка, в то время как при Cl = 10–6 
для функций Бесселя первого порядка вы-
ражение (7) начинает применяться с x = 10–

4. Исходя из этого факта можно сделать ряд 
выводов: первый – в окрестностях центра 
сферы расчет полей содержит ощутимую 
погрешность, и второй – задача не может 
быть решена для низких частот (k → 0). 
Первая проблема становится еще более 
ощутимой, если рассеиватель обладает про-
водимостью. Подобная задача рассматрива-
ется в [7]. В случае если сфера принимается 
идеально проводящей, а значит, электро-
магнитные поля внутри нее отсутствуют, 
подобная проблема перестает быть актуаль-
ной. Вторая проблема разрешается тем, что 
при низких частотах сфера малого радиуса 
может являться геометрической точкой, на 
которой отсутствуют дифракционные про-
цессы. В общем случае такие ограничения 
являются обычными для подобной задачи.
Присоединенные функции Лежандра
В рамках этого исследования ставилась 

цель создать алгоритм аналитического рас-
чета этих функций для требуемых значе-
ний, без использования численных методов. 
Необходимость такого алгоритма связана 
с тем, что существующие математические 
библиотеки дают определенное расхожде-
ние в результатах, полученных аналитиче-
ским путем. Так реализованный алгоритм 
сравнивался с алгоритмами вычисления 
присоединенных функций Лежандра, ис-
пользуемыми в широко известных ПО.

По определению функции [1] имеем

  (8)
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Рис. 1. Функция S(n, x) при Cl = 10–12 (слева) и при Cl = 10–6 (справа)

В некоторых случаях функция  
имеет дополнительный множитель (–1)m, 
который называется фазой Кондона – Шорт-
ли. При решении данной задачи в его ис-
пользовании нет необходимости.

Как видно из (8), аналитическое на-
хождение  подразумевает нахождение 
определенного количества производных от 
некоторой функции. При случайных набо-
рах (R, θ, φ) точное разложение (1), глав-
ным условием которого является равенство 
модуля экспоненты единице, может до-
стигаться при значениях n = 20 (или даже 
больше), что означает, в свою очередь, не-
обходимость аналитического нахождения 
либо двадцатой производной от функции 
Лежандра, либо сороковой производной от 
степенной функции. Реализованный в симу-
ляторе алгоритм основан на последователь-
ном взятии производной, дифференцируя 
известное рекуррентное соотношение для 

первой производной [1] необходимое коли-
чество раз. При m = 0, , поэто-
му этот случай исключен из рассмотрения 
в алгоритме и задается явным образом.

Для обоснования алгоритма прово-
дилось сравнение величин, полученных 
в сторонних ПО математических каль-
куляций, с аналитически полученными 
значениями. В силу того, что результаты 
двух вычислительных программ несколь-
ко различались, можно сделать вывод, что 
в них используются различные численные 
алгоритмы. Сравнения производились для 
произвольного угла θ при n = 20, а m из-
менялась от 0 до 10. В таблице приведе-
ны значения разностей соответствующих 
функций, полученных различными ме-
тодами. Индекс «MC» – значения, полу-
ченные первой сторонней средой, «ML» – 
второй и «SIM» – в симуляторе, используя 
аналитический алгоритм.

Сравнение значений присоединенных функций Лежандра, 
полученных различными алгоритмами

m
0 –5,995204333e–15 –1,9984014443e–15
1 2,2515322939e–13 9,9920072216e–14
2 5,6701310314e–12 1,9753088054e–12
3 3,1832314562e–12 3,592504072e–11
4 –6,0645106714e–8 –6,1845639721e–8
5 –2,0605511963e–8 3,061722964e–8
6 –4,8749148846e–5 –2,2136606276e–5
7 –2,3023039103e–4 –6,2820613384e–3
8 –9,965249896e–2 0,6451834142
9 –6,440164566 –65,2563529015
10 1,0952138901 2,7824062142e3
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Рис. 2. Диаграммы рассеяния неподвижной сферы (a = 2 м, f = 100 МГц, εr = 16, μr = 1, θi = π/2). 
Слева диаграмма, полученная в САПР, справа ‒ с помощью полуаналитического симулятора

Максимальная относительная ошибка 
для значений, указанных в таблице, в срав-
нении с первым ПО и предложенным алго-
ритмом, достигается для m = 10 и равняется 
1,3∙10–4 %. Очевидно – эта величина не явля-
ется критической, однако при дальнейшем 
увеличении порядка дифференцирования 
в (8) она будет резко возрастать. Фактиче-
ски при достижении предела суммирования 
в представленном случае относительная 
ошибка может стать значительной.

Выводы
Результаты работы симулятора сравни-

вались с данными, полученными с помо-
щью известного САПР, использующего ме-
тод моментов. Важным допущением в этом 
случае является то, что анализировалась 
неподвижная сфера. Это обусловлено тем, 
что имеющийся программный продукт (как, 
впрочем, и его аналоги) не реализует функ-
цию расчета рассеянного поля от вращаю-
щихся объектов. Более того, не существует 
адекватной возможности реконструировать 
среду распространения ЭМВ средствами 
этого ПО, чтобы она соответствовала среде 
распространения вращающейся сферы.

На рис. 2 показаны диаграммы рассея-
ния неподвижной диэлектрической сферы, 
приведены численные параметры этих за-
висимостей, по которым можно оценить 
их сходства и различия (ширина главного 
лепестка по уровню половины мощности 
и уровень боковых лепестков).

Результат, представленный на рис. 3, 
был получен при n = 3 в (1) и Cl = 10–10, что 
по времени расчета примерно совпадает 
с анализом сферы с числом разбиения на 
конечные элементы ~ 900.

В качестве главного вывода проделан-
ной работы может выступать реализация 
симулятора, применяющего численные ме-

тоды для расчета параметров вторичного 
поля, рассеянного от вращающихся тел, не 
имеющих строгого решения.

Список литературы
1. Абрамовиц М., Стиган И. Справочник по специаль-

ным функциям. – М.: Наука, 1979.
2. Зейде К.М. Анализ параметров вычислительного 

эксперимента по рассеянию ЭМВ от вращающегося цилин-
дра // Фундаментальные исследования. – 2015. – № 2–16. – 
С. 3503–3507.

3. Панченко Б.А. Рассеяние и поглощение электромаг-
нитных волн неоднородными сферическими телами: моно-
графия. – М.: Радиотехника, 2012. – 292 с.

4. Панченко Б.А., Мусин А.М. Влияние теплозащит-
ного покрытия выпуклых тел на радиолокационные харак-
теристики // Известия высших учебных заведений России. 
Радиоэлектроника. – 2014. – № 6. – С. 3–5.

5. Born M., Wolf E. Principles of optics. – Pergamon Press, 
fourth edition, London, 1968.

6. De Zutter D. Scattering by a rotating dielectric sphere // 
IEEE transactions on antennas and propagation. – 1980. – Vol. 
AP-28. – № 5 September.

7. De Zutter D. Scattering by a rotating conducting sphere // 
IEEE transactions on antennas and propagation. – 1984. – Vol. 
AP-32. – № 1 January.

8. Van Bladel J. Electromagnetic fi elds in the presence of 
rotating bodies // Proc. IEEE – Vol. 64. – 1976.

References
1. Abramovic M., Stigan I. Spravochnik po specialnym 

funkcijam. M.: Nauka, 1979.
2. Zejde K.M. Analiz parametrov vychislitelnogo jeks-

perimenta po rassejaniju JeMV ot vrashhajushhegosja cilindra // 
Fundamentalnye issledovanija. 2015. no. 2–16. рр. 3503–3507.

3. Panchenko B.A. Rassejanie i pogloshhenie jelektromag-
nitnyh voln neodnorodnymi sfericheskimi telami: monografi ja. 
M.: Radiotehnika, 2012. 292 р.

4. Panchenko B.A., Musin A.M. Vlijanie teplozashhitnogo 
pokrytija vypuklyh tel na radiolokacionnye harakteristiki // Iz-
vestija vysshih uchebnyh zavedenij Rossii. Radiojelektronika. 
2014. no. 6. рр. 3–5.

5. Born M., Wolf E. Principles of optics. Pergamon Press, 
fourth edition, London, 1968.

6. De Zutter D. Scattering by a rotating dielectric sphere // 
IEEE transactions on antennas and propagation. 1980. Vol. AP-
28. no. 5 September.

7. De Zutter D. Scattering by a rotating conducting sphere // 
IEEE transactions on antennas and propagation. 1984. Vol. AP-
32. no. 1 January.

8. Van Bladel J. Electromagnetic fi elds in the presence of 
rotating bodies // Proc. IEEE Vol. 64. 1976.


