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В статье описывается алгоритм параметрической идентификации математической модели электро-
гидравлического следящего привода в смысле определения дисперсий и корреляционных функций посто-
янных и  переменных случайных параметров соответственно. Данные параметры являются физическими 
параметрами и рассматриваются как гауссовы случайные величины или случайные процессы, а электроги-
дравлический следящий привод – как стационарная или нестационарная линейная стохастическая система. 
В основе алгоритма лежит метод идентификации по настраиваемой модели. Идентификация выполняется 
путем минимизации критерия, зависящего от статистических характеристик параметров модели. Проекци-
онная аппроксимация исходной непрерывной модели с применением техники матричных операторов позво-
ляет построить эффективный алгоритм вычисления данного критерия. Приводится пример идентификации 
переменного случайного параметра, в  качестве которого выступает коэффициент усиления датчика элек-
трической обратной связи по положению штока поршня, демонстрирующий эффективность предлагаемого 
алгоритма.
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This article describes the algorithm of parametric identification of the mathematical model of the electro-
hydraulic servo drive in the sense of determining variances and correlation functions of time-invariant random 
parameters and time-varying random parameters respectively. These parameters are physical parameters and are 
treated as Gaussian random variables or stochastic processes, and the electro-hydraulic servo drive was considered 
as linear time-invariant or time-varying stochastic system. The algorithm is based on the method of identifying using 
a customized model. Identification is performed by minimizing a criterion depending on the statistical characteristics 
of model parameters. Projective approximation of the original continuous model using the techniques of matrix 
operators allows constructing an efficient algorithm to compute this criterion. The example of identifying variable of 
the random parameter, which is the gain of the electric sensor for position feedback of the piston rod is considered. 
This example demonstrates the effectiveness of the proposed algorithm.
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Повышение точности силовых приводов, 
являющихся важной частью систем автома-
тического управления и применяемых в та-
ких областях, как авиация, ракетостроение, 
робототехника, транспортное машинострое-
ние, энергетика, является актуальной пробле-
мой. В большинстве подобных приложений 
используется электрогидравлический сле-
дящий привод (ЭГСП), обладающий высо-
кой удельной мощностью и быстродействи-
ем [2]. В то же время для ЭГСП характерна 
заметная чувствительность к  свойствам 
рабочей жидкости, температуре окружа-
ющей среды, технологическому  разбросу 
параметров и  другим факторам, носящим 
в  основном случайный характер. Влияние 
вышеуказанных факторов может быть учте-
но введением случайных параметров в  ма-
тематическую модель ЭГСП, используемую 
на этапе разработки в качестве основы всех 

расчетных процедур. В связи с этим актуаль-
ной является задача построения более адек-
ватных математических моделей, в которых 
ЭГСП рассматривается как стохастическая 
система управления. При этом возникает за-
дача идентификации случайных параметров 
данных математических моделей.

С другой стороны, переход к классу сто-
хастических систем ведет к  усложнению 
математических моделей и  требует новых 
методов решения традиционных задач ана-
лиза и  идентификации. При этом в  боль-
шинстве практических случаев невозможно 
получение точных аналитических решений, 
что делает актуальной задачу  разработки 
приближенных вычислительных методов, 
ориентированных на эффективную про-
граммную реализацию. Среди таких мето-
дов набирают возрастающую популярность 
проекционные методы, называемые также 
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спектральными. В отечественной литера-
туре им посвящен ряд монографий, напри-
мер, [9], [8], [1], ставших классическими 
в  области применения проекционных ме-
тодов для решения задач теории автома-
тического управления, а  также [6], [4], [3]. 
Универсальность проекционных методов 
демонстрирует их приложение к современ-
ным задачам математической физики [7]. 

Целью настоящей работы является ис-
следование возможностей применения про-
екционных методов [6] и аппарата матрич-
ных операторов  [1] для решения задачи 
идентификации статистических характери-
стик случайных параметров математиче-
ской модели ЭГСП. 

Задача идентификации  
случайных параметров

Общей формой математической модели 
класса стохастических систем, к  которому 
относится ЭГСП, является дифференциаль-
ное уравнение вида

( ) ( )
0 0

n m
i i j j

i j
i j

a d dt x b d dt y
= =

=∑ ∑ ; 1na ≡ ,  (1)

где все или некоторые коэффициенты ai и bj 
являются случайными величинами, опреде-
ляемыми как

( )1 2, , ,
ii a i Na m a V V V= +   , 0, 1i n= - , 

	 ( )1 2, , ,
jj b j Nb m b V V V= +   , 0,j m= ,	 (2)

где 
iam , 

jbm   – математические ожида-
ния случайных коэффициентов ai, bj; 

( )1 2, , ,i Na V V V
 , ( )1 2, , ,j Nb V V V

   – цен-
трированные случайные величины, линей-
но зависящие от случайных величин V1,  
V2, …, VN. При этом случайные величины V1, 
V2, …, VN статистически независимы, име-
ют нормальный закон распределения плот-
ности вероятности с  нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией.

Система автоматического управления 
(ЭГСП), описываемая моделью (1), имеет 
N случайных параметров, которые можно 
представить как случайные коэффициенты 
полиномов числителя и  знаменателя пере-
даточных функций динамических звеньев 
на ее структурной схеме. Данные коэф-
фициенты имеют определенный физиче-
ский смысл, соответствующую размерность 
и представляются в виде 

	 , 1,
q qq K q KK m V D q N= + = ,	 (3)

где 
qKm  и 

qKD  – математическое ожидание 
и  дисперсия q-го случайного параметра. 
В свою очередь, случайные коэффициенты 
ai и bj модели (1) выражаются через случай-

ные параметры Kq, то есть представляются 
как ai(K1, K2,... KN), bj(K1, K2,... KN) что, в ко-
нечном итоге, соответствует их представле-
нию в виде (2).

Задача идентификации случайных пара-
метров формулируется следующим образом. 
Для системы управления с  N случайными 
параметрами Kq, математическая модель 
которой описывается дифференциальным 
уравнением (1), требуется найти дисперсии 
этих случайных параметров 

qKD . При этом 
предполагается, что данные параметры име-
ют нормальный закон распределения и  их 
математические ожидания 

qKm  являются из-
вестными. Также предполагается выполнение 
условия физической реализуемости системы 
управления, формулируемого как n > m в (1).

Если случайные параметры системы яв-
ляются переменными, то есть заметно изме-
няются на интервале исследования и, таким 
образом, представляют собой случайные 
процессы, то вместо представления (3) мо-
жет быть использовано представление

( ) ( ) ( )
1

q

r

q K qs qs
s

K t m t V t
=

= + Ψ∑ , 1,q N= ,   (4)

построенное на основе канонического раз-
ложения, позволяющего представить слу-
чайные процессы Kq(t) в  виде линейной 
комбинации независимых случайных ве-
личин Vqs ( 0

qsVm = , 1
qsVD = ), являющихся 

коэффициентами канонических  разложе-
ний этих случайных процессов по системам 
неслучайных координатных функций Ψqs(t). 
Данные координатные функции, в свою оче-
редь, определяются через соответствующие 
корреляционные функции ( )1 2,

q qK KR t t . Ал-
горитм вычисления координатных функций 
Ψqs(t) проекционным методом с использова-
нием  разложения Холецкого можно найти 
в [6, с. 126–128].

При такой постановке задачи иденти-
фикации математическое ожидание ( )

qKm t  
и вид корреляционных функций ( )1 2,

q qK KR t t  
случайных параметров системы управления 
предполагаются известными, а идентифика-
ции подлежат только параметры корреляци-
онных функций ( )1 2,

q qK KR t t , т.е. элементы 
вектора ( )1 2

, , ,
Mqq q q qr r r=R   в  параметри-

зованном представлении ( )1 2, ,
q qK K qR t t R .

Для решения задачи идентификации 
необходимо иметь информацию о входном 
и  выходном сигнале системы. Эту инфор-
мацию можно получить непосредственным 
измерением этих сигналов, используя ре-
зультаты лабораторных или практических 
исследований системы при подаче на ее 
вход некоторых известных воздействий. 
Исходными данными для решения задачи 
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идентификации в  вышеуказанной поста-
новке являются математическое ожидание 
mx(t) и  корреляционная функция Rxx(t1, t2) 
выходного сигнала системы, которые опре-
деляются в результате усреднения ее выход-
ного сигнала x(t) по множеству реализаций. 

Алгоритм идентификации
Предлагаемый алгоритм идентифика-

ции основан на минимизации критерия, за-
висящего от дисперсий параметров модели. 
В качестве такого критерия выбрана мера 
близости корреляционных функций и функ-
ций математического ожидания измеренного 
выходного сигнала реальной системы и тех 
же статистических характеристик, вычис-
ленных по ее параметризованной модели, 
выражаемая следующим функционалом:

	 ,	 (5)

где 

,

,

( )1 2
, , ,

NK K K KD D D=D   – вектор дисперсий 
случайных параметров модели; верхним 
индексом «u» отмечены измеренные, а ин-
дексом «p» – расчетные статистические ха-
рактеристики выходного сигнала системы.

Определенной проблемой является вы-
числение  и  , вхо-
дящих в  (5). При этом важно не только 
выбрать метод вычисления данных стати-
стических характеристик, но и  обеспечить 
высокую эффективность вычислительно-
го алгоритма, построенного на его осно-
ве. Особенностью подхода, предлагаемого 
в  данной работе, является использование 
проекционной аппроксимации исходной не-
прерывной модели (1) по методике, описан-

ной в [6, с. 98–129], и аппарата матричных 
операторов [1]. При этом удается построить 
параметризованную модель стохастиче-
ской системы, которая в операторной форме 
устанавливает связь статистических харак-
теристик входа, выхода и случайных пара-
метров, демонстрируя относительную эф-
фективность при вычислении функционала 
(5) по сравнению с методом статистических 
испытаний.

Проекционная аппроксимация модели 
(1) позволяет представить функционал (5) 
в следующей форме:

	 ,	 (6)

где ( )mx
ij Kce D  и  ( )Rxx

ij Kce D   – элементы ква-
дратных матриц проекционных характери-
стик ( )mx

K
eC D  и  ( )Rxx

K
eC D  соответствен-

но, вычисляемых как

,

,

где   – проекционная характеристика 
функции математического ожидания изме-
ренного выходного сигнала системы ; 

 – расчетная проекционная харак-
теристика математического ожидания вы-
ходного сигнала системы, вычисленная по 
ее усредненной проекционной модели для 
некоторого значения дисперсий случай-
ных параметров DK;   – проекционная 
характеристика корреляционной функции 
измеренного выходного сигнала системы 

;   – расчетная проекци-
онная характеристика корреляционной 
функции выходного сигнала системы, вы-
численная по ее усредненной проекцион-
ной модели для некоторого значения дис-
персий случайных параметров DK; T – знак 
транспонирования. 

Результаты идентификации

Т, с Идентифицированные параметры корреляционной функции 
Погрешность измерения выходного сигнала [ %] 

10 % 5 % 1 %
D b D b D b

0,7 0,00047 1,1294 0,00056 1,0082 0,00055 0,9937
6 % 13 % 12 % 1 % 10 % 0,6 %

0,3 0,00051 1,160 0,00049 0,9761 0,00050 0,9512
2 % 15 % 2 % 2 % 0,03 % 5 %
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Усредненная проекционная модель, ис-

пользуемая при вычислении функционала 
(6), в операторной форме устанавливает связь 
между статистическими характеристиками 
входа, выхода и  случайных параметров си-
стемы автоматического управления, описы-
ваемой моделью (1). Методика построения 
такой модели, основанная на приеме прибли-
женного представления случайной матрицы 
оператора стохастической системы матрич-
ным рядом, подробно описана в [6, с. 98–129]. 
Операция усреднения данной случайной 
матрицы при решении задачи анализа  [6,  
с. 129–139] сводится к аналитическим опера-
циям независимого усреднения членов упо-
мянутого матричного ряда, которое, в  свою 
очередь, сводится к  усреднению  различных 
степеней случайных величин ia , jb  и, в ко-
нечном итоге, различных степеней случайных 
величин Vq в (3) или Vqs в (4), то есть к вычис-
лению стохастических моментов  различных 
порядков с использованием соответствующих 
алгоритмов символьных преобразований, что 
также позволяет автоматически учитывать 
возможное наличие жесткой статистической 
связи между коэффициентами уравнения (1) 
через случайные величины V1, V2, …, VN. 

Таким образом, решением задачи иден-
тификации будет

	  ( )* min
K

K Karg J
∈

=
D

D D


.	  (7)

Функционал (6) является проекцион-
ным аналогом функционала (5). Миними-
зацию данного функционала целесообразно 
выполнять одним из методов прямого поис-
ка, например, методом Нелдера-Мида.

Представление (4) позволяет исполь-
зовать описанный алгоритм для иден-
тификации переменных случайных па-
раметров за счет расширения системы 
независимых случайных величин V1, V2, …, 
VN в представлении (2) до (V11, V12, …, V1r),  
(V21, V22, …, V2r), … (Vq1, Vq2, …, Vqr). При 
этом вектор RK = (R1, R2, …, RN) заменя-
ет вектор DK в (6) и (7).

Пример идентификации переменного 
случайного параметра

В качестве исходной математической 
модели ЭГСП рассматривается линеаризо-
ванная модель 8-го порядка, которая описы-
вается следующей системой дифференци-
альных уравнений:

	  	 (8)

где y(t) – электрическое напряжение на сум-
мирующем входе электронного усилителя 
сигнала ошибки (входной сигнал ЭГСП); 
u(t)  – напряжение на обмотке управления 
электромеханического преобразователя 
(ЭМП); i(t)  – ток в  обмотке управления 
ЭМП; φя(t) – угол поворота якоря ЭМП и за-
креплённой на нем заслонки; py(t) – перепад 
давления на торцах золотника электроги-
дравлического усилителя (ЭГУ); хз(t)  – пе-
ремещение золотника ЭГУ; р(t)  – перепад 
давления в полостях гидроцилиндра; x(t) – 
перемещение штока поршня гидроцилин-
дра (выходной сигнал ЭГСП).

Коэффициенты уравнений модели (8) 
имеют традиционный физический  смысл, 
подразумеваемый для подобных математи-
ческих моделей, описанных, например, в [5]. 
В качестве случайного параметра рассматри-
вается переменный коэффициент электриче-

ской обратной связи koc(t), представляемый 
в виде гауссова случайного процесса, то есть 
K1(t) = koc(t) в представлении (4). Вид его кор-
реляционной функции считается известным: 

, 
а математическое ожидание – постоянным: 

. Идентификации подлежат 
параметры, составляющие вектор R1 = (r11, 
r12), где r11 = D, r12 = b. Согласно исходной 
модели (8) от данного случайного параме-
тра зависит коэффициент a0 в (1), где n = 8 
и m = 0, который также являются гауссовым 
случайным процессом a0(t). Проекционная 
аппроксимация модели (1) выполнялась 
в  базисе функций Уолша с  удержанием 
64 членов разложения.

Для исследования возможностей при-
менения предлагаемого алгоритма иденти-
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фикации был выполнен вычислительный 
эксперимент, в  котором параметры D и  b 
корреляционной функции случайного про-
цесса koc(t) считались известными и  высту-
пали в качестве эталонных значений, позво-
ляющих оценить точность решения задачи 
идентификации. В ходе данного эксперимен-
та сначала решалась задача статистического 
анализа ЭГСП методом статистических ис-
пытаний с  использованием проекционного 
аналога модели (8) для заданных значений 
D = 0,0005 и b = 1, в результате чего находи-
лись матрицы 

u
xmC  и 

u
xxRC , необходимые для 

вычисления функционала (6). При принятом 
числе испытаний 2000 доверительная веро-
ятность и относительное отклонение оценок 

,  составляли не менее 0,9 и не 
более 0,05 соответственно. Затем решалась 
задача идентификации путем минимизации 
функционала (6) методом Нелдера-Мида 
в соответствии с (7), в результате чего иден-
тифицировались значения D и  b, которые 
сравнивались с заданными эталонными. Ре-
зультаты для  разных интервалов времени 
моделирования 0..T представлены в таблице. 
Для каждого идентифицированного значе-
ния в  нижней половине соответствующей 
клетки таблицы приводится величина отно-
сительной погрешности идентификации, вы-
раженная в процентах.

В данном вычислительном эксперименте 
дополнительно проверялось влияние погреш-
ности измерения выходного сигнала ЭГСП на 
точность идентификации. Эта погрешность 
представлялась в  виде аддитивного бело-
го шума, наложенного на выходной сигнал. 
Шум имел нормальный закон распределения, 
нулевое математическое ожидание и средне-
квадратическое отклонение 1 %, 5 % и 10 % от 
амплитуды измеряемого сигнала у(t). Резуль-
таты моделирования демонстрируют отно-
сительную устойчивость рассматриваемого 
алгоритма идентификации к  ошибкам изме-
рения выходного сигнала ЭГСП.

Заключение
Применение проекционных методов 

и аппарата матричных операторов позволило 
предложить эффективный вычислительный 
алгоритм идентификации случайных физи-
ческих параметров математической модели 
электрогидравлического следящего привода, 
основанный на использовании усредненной 
проекционной модели стохастической систе-
мы и оптимизационной процедуры. Матрич-
но-операторная форма записи решений, ха-
рактерная для проекционных методов, дает 
возможность построить удобный для вычис-
ления функционал, минимизация которого 
обеспечивает определение статистических 
характеристик идентифицируемых случай-

ных параметров. Пример идентификации 
переменного случайного параметра матема-
тической модели 8-го порядка демонстриру-
ет возможность применения предлагаемого 
алгоритма для нередуцированных моделей 
реальных технических объектов.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований и Правительства Калуж-
ской области (грант № 14-41-03071).
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