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Настоящая статья посвящена исследованию метода опорных элементов в плане использования принци-
пов клотоидного трассирования, когда трасса, в геометрическом смысле, представляет последовательность 
соответствующим образом сопряженных отрезков круговых кривых, клотоид, отрезков клотоид и прямых. 
Рассмотрены и условно обозначены опорные элементы трассы – круговые кривые и прямые, а также связую-
щие элементы – клотоиды или отрезки клотоид, сопрягающие смежные опорные элементы. Метод опорных 
элементов представлен в статье как принцип аналитической увязки смежных опорных элементов. Прин-
ципиальное отличие этого метода от ранее применяемых методов заключалось в том, что определяющими 
элементами как при графической проработке, так и при аналитическом расчете трассы являлись опорные 
элементы, то есть прямые и круговые кривые. Был продемонстрирован подход к решению задачи на примере 
одного расчетного случая.
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This article is devoted to the study of the support elements in terms of using the principles katodnogo tracing, 
when the track, in the geometric sense, is a sequence of appropriately paired segments of circular curves, clothoid, 
sections clothoid and direct. Reviewed and conditionally designated support elements alignment – circular curves 
and straight, as well as the connecting elements, spiral or segments of clothoid, coupling adjacent supporting 
elements. The support elements presented in the article as the principle of analytic linking adjacent support elements. 
The fundamental difference of this method from the previously used methods lies in the fact that the defining 
elements of the graphical study and the analytical calculation of the route was the support elements, i.e. straight and 
circular curves. Demonstrated the approach to solving the problem on the example of one simulation case.
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Метод опорных элементов разработан 
с учетом отечественного и зарубежного 
опыта проектирования плана трассы. Он 
применен к принципам клотоидного трас-
сирования, когда трасса, в геометрическом 
смысле, представляет последовательность 
соответствующим образом сопряженных 
отрезков круговых кривых, клотоид, отрез-
ков клотоид и прямых.

Условимся называть опорными элемен-
тами трассы – круговые кривые и прямые, 
а связующими – клотоиды или отрезки кло-
тоид, сопрягающие смежные опорные эле-
менты [2].

Метод опорных элементов основан на 
принципе аналитической увязки смежных 
опорных элементов. Принципиальное отли-
чие этого метода от ранее применяемых за-
ключается в том, что определяющими эле-
ментами как при графической проработке, 
так и при аналитическом расчете трассы яв-
ляются опорные элементы, то есть прямые 
и круговые кривые.

Предусмотрены различные типы и спо-
собы задания опорных элементов, представ-
ленные на рис. 1 [5].

При разработке метода опорных эле-
ментов рассмотрены всевозможные ком-
бинации элементов трассы, которые могут 
встретиться в практике трассирования. На 
основе анализа этих комбинаций все рас-
четные случаи систематизированы в три 
группы, представленные на рис. 2, харак-
теризующиеся определенным взаимным 
расположением опорных элементов и их 
видом. Для наглядного представления 
вида опорных элементов на расчетных 
схемах (см. рис. 2) условно показан один, 
наиболее распространенный, способ за-
дания опорных элементов. В практике же 
могут быть использованы любые способы 
задания для соответствующего вида опор-
ного элемента, которые представлены  
на рис. 1.

Математические зависимости расчета 
геометрии трассы по методу опорных эле-
ментов довольно сложны, отдельные блоки 
могут быть решены только итерационными 
методами. По этой причине проектирование 
трассы по предлагаемому методу целесоо-
бразно выполнять с использованием ЭВМ. 
В данной статье не представляется возмож-
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ным показать весь алгоритм, поэтому про-
демонстрируем подход к решению задачи 
на примере одного расчетного случая 1–3 
(см. рис. 3).

1. Вычисляют расстояние между цен-
трами круговых кривых М1 и М4 с коорди-
натами ХМ1, YМ1 и ХМ4, YМ4:

 2 2
4 1 4 1( ) ( )M M M Md X X Y Y= − + − .  (1)

2. Проверяют правильность за-
дания исходной информации. Если 

1 2 4( ) 0d R R R− − − 

, то имеется ошибка 
в задании исходной информации и необхо-
димо внести в нее изменения. Геометрически 
это представляется как пересечение круго-
вых опорных элементов, задача в этом слу-
чае не имеет смысла. При 1 4( ) 0d R R− − ≥  
продолжают расчет.

Рис. 1. Способы задания опорных элементов: 1–7 – фиксированные; 8–11 – полуфиксированные; 
12–14 – свободные;  – фиксированные точки;  – приближенные точки

Рис. 2. Расчетные схемы метода опорных элементов



 FUNDAMENTAL RESEARCH    № 12, 2016 

64  TECHNICAL SCIENCES (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 
Из геометрических построений, приведенных на рис. 3:

 ( ) ( )2 2(2) (3) (2) (3) 2
2 1 4 1 4( ) 0M M M MF A Y Y X X d= − + − − =   (2)

где (2) (2)
1 1,M MX Y  – координаты центра первой круговой кривой относительно системы (2) (2) (2)O X Y ;

(3) (3)
4 4,M MX Y  – координаты точки М4 относительно системы (3) (3) (3)O X Y .
Введем следующие обозначения: 

(2) (3) (2) (3)
1 4 1 4 2 2, ,M M M MU Y Y V X M A K A= − = − = ⋅ , 

тогда 
2 2 2

2( ) 0F A U V d= + − = , 

где 

( )4 2( 1)
1 22

1(2 1) 2
1 1

cos( 1)
2 (4 1) (2 1)! 2

nn
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+

−
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∑

В данных и последующих формулах 
ряды, представленные в виде суммы, яв-
ляются быстросходящимися. Количество 
членов ряда определяют из условия обе-
спечения требуемой точности расчетов [Е], 
то есть пока не будет выполнено условие 

( 1) 1 ( 1) 2,n n n nU U E V V E− −− ≤ − ≤  и т.д.
3. Уравнение F(A2) = 0 может быть ре-

шено относительно А2 только численными 
методами. В данном случае удобнее всего 
воспользоваться методом Ньютона, по-
скольку имеется возможность определить 
приближенное значение параметра А2, ис-
пользуя эмпирическую формулу.

Экспериментальные исследования, при-
веденные на компьютере с помощью специ-
ально разработанной программы, показали 
сходимость этого метода в области опреде-
ления функций F(A2), для которой

 0 .
2
πβ 

4. Для решения уравнения необходимо про-
дифференцировать выражение F(A2) по (А2):

 2
2 2

( ) 2 2U VF A U V
A A

δ δ′ = +
δ δ

,  (3)

(4 1) 2
2 2

2
4 4

( 1) (4 2) .
2 (4 1) 2 !

nn

n

A K A Kn
n n R R

+  − + ⋅ − ⋅ + ⋅   
Первое приближенное значение параме-

тра А2 можно определить по формуле

   (4)

Затем вычисляют ( )(1)
2F A  и ( )(1)

2F A′ .
5. Приращение аргумента определим по 

формуле

 
( )
( )

(1)
2

1 (1)
2

.
F A

h
F A

= −
′

  (5)

Далее находят второе приближение пара-
метра первой ветви клотоиды (2) (1)

2 2 1A A h= + ,  
вычисляют ( )(2)

2F A  и ( )(2)
2F A′  и т.д.

 
( )
( )

( )
2( 1) ( )

2 2 ( )
2

.
n

n n
n

F A
A A

F A
+ = −

′   (6)

Расчет производят до тех пор, пока не 
будет выполнено условие 

( 1)
2 2

n nA A+ − ≤ ∆ , 
где Δ – точность определения параметра. За-
тем определяют А3 по формуле

3 2A A K= ⋅ .
На рис. 3 показано правило знаков, гео-

метрических характеристик в частной си-
стеме отсчета в зависимости от направле-
ния расчета трассы.

Проектирование трассы по методу опор-
ных элементов можно осуществлять по ма-
териалам аэрофотосъёмки, топографическим 
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планам или картам в абсолютной или услов-
ной системе координат. Данный метод может 
быть также использован при комплексном 
трассировании с применением цифровых 
моделей местности. Для этого в программах, 
реализующих метод опорных элементов, 
предусмотрен блок вычисления координат 
главных и промежуточных точек трассы с за-
данным интервалом между ними или точек, 
соответствующих определенному пикетажно-
му положению. На топооснове по общепри-
нятым принципам от руки или с помощью 
гибкой линейки с учетом всех ограничений 
намечают в первом приближении положение 
трассы автомобильной дороги. Полученную 
таким образом плавную кривую необходимо 
разложить на последовательность, состоя-
щую из круговых кривых, клотоид и прямых, 
отвечающую определенным требованиям. 
Геометрические характеристики элементов 
должны находиться в определенных преде-
лах, зависящих от конкретных условий и пре-
жде всего от расчетной скорости, принятой 
для проектируемой дороги.

Регламентируются: отношения длин 
смежных элементов, величины и отноше-
ния радиусов смежных закруглений и за-
висимости параметров клотоид от величин 
радиусов закруглений, к которым они при-

мыкают. Должны выдерживаться также 
определенные рекомендации по сочетанию 
элементов плана и по взаимной увязке их 
с элементами продольного профиля. 

Рассмотрим несколько примеров приме-
нения предполагаемого метода.

На рис. 4, а представлен участок лесной 
автомобильной дороги, запроектированной 
по методу опорных элементов с применени-
ем шаблонов круговых кривых.

На основе анализа условий, влияющих 
на проложение трассы, на топооснове нано-
сят контрольные точки и от руки или с по-
мощью гибкой линейки намечают предва-
рительное положение трассы.

Анализируют полученную таким об-
разом линию и устанавливают предвари-
тельную последовательность элементов 
без установления их величины и границ. 
Пользуясь шаблонами круговых кривых, 
определяют положение опорных элемен-
тов. В результате графической проработки 
трассы получают все данные, необходимые 
для расчета, и устанавливают ориентиро-
вочные границы элементов трассы, что дает 
возможность проектировщику уже на этом 
этапе работ отчетливо представлять всю ге-
ометрию трассы и проводить анализ выпол-
нения предъявляемых к трассе требований.

a)

б)

Рис. 3. Пример проектирования трассы: а) с применением шаблонов; б) без применения шаблонов
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В зависимости от конкретных условий 
устанавливают последовательность рас-
четных случаев, способы задания опорных 
элементов и необходимые данные по связу-
ющим элементам.

Так, случай 1 группы наиболее целесо-
образно использовать в свободных услови-
ях проложения трассы в плане, когда пред-
ставляется возможным применять длины 
переходных кривых значительно большие, 
чем минимальные, которые рекомендуются 
нормами, а также для «увязки» на концах 
участков и вариантов [6].

Расчетные случаи II и III группы наи-
более часто применяют в практике проек-
тирования, поскольку с их использованием 
в лучшей степени можно контролировать 
геометрию трассы и строго выдерживать 
предварительную разбивку трассы на эле-
менты, выполненную проектировщиком.

Расчетные случаи III группы могут быть 
применены как для расчета промежуточных 
участков трассы, так и для «увязки» в ме-
стах примыкания к существующим дорогам 
или ранее рассчитанным участкам трассы.

При проектировании с использовани-
ем шаблонов круговых кривых обычно ис-
пользуют способы задания опорных эле-
ментов [1, 3, 4, 8, 10].

Проектирование трассы по описан-
ной выше технологии позволяет свести до 
минимума отклонения расчетной трассы 
от графически проработанной. Экспери-
ментальным путем установлено, что эти 
отклонения, как правило, не превыша-
ют 1 мм в масштабе плана. Это является 
вполне удовлетворительным при проек-
тировании автомобильных дорог в самых 
сложных условиях, где предъявляются 
жесткие требования к проложению трас-
сы (в горной местности, при реконструк-
ции дорог и т.д.).

На рис. 4, б показан пример проекти-
рования трассы без применения шаблонов. 
Расчет трассы в этом случае целесообраз-
но осуществлять по схемам II и III групп. 
Проработку трассы производят следую-
щим образом. Сначала из всей последо-
вательности элементов трассы (рис. 4, б), 
намеченной с помощью гибкой линейки, 

а)

б)

Рис. 4. Пример проектирования трассы: а) с применением шаблонов; б) без применения шаблонов
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выделяют прямолинейные участки и зада-
ют их по способу 1, 8 или 12. Затем ви-
зуально отмечают точки с минимальным 
радиусом кривизны (22, 23, …, 2j) и точки 
перегиба трассы (02, 03, …, 0j). Положе-
ние крайних точек для каждого кругового 
элемента может быть намечено из условия, 
что 1 1j jl nL=  и 2 2j jl nL= , причем на осно-
вании анализа проектной практики можно 
рекомендовать назначать величину коэф-
фициента n дифференцировано от n = 0,2 
в стесненных условиях проложения трассы 
до n = 0,5 в свободных условиях. Длины 
связующих элементов, а для S-образных 
закруглений суммарные длины двух смеж-
ных ветвей клотоид и соотношение их па-
раметров могут определяться программно 
или задаваться проектировщиком [7, 9].

При проектировании лесных автомо-
бильных дорог часто возникает необходи-
мость перехода на самостоятельное трас-
сирование по направлениям движения. Как 
известно, переход на разделительное трас-
сирование по направлениям движения ре-
комендуется осуществлять на криволиней-
ных участках в целях обеспечения плавного 
вида дороги, исключающего возможность 
неправильного ориентирования водителя 
относительно дальнейшего направления 
движения.

Подобным образом могут быть решены 
и другие проектные задачи, например увяз-
ка вариантов трассы на криволинейных 
участках, примыкания к криволинейным 
осям проектируемых и существующих 
сооружений и др. С применением мето-
да опорных элементов может быть также 
рассчитана геометрия закруглений авто-
мобильных дорог с автономным расчетом 
кромок и бровок по закономерностям кло-
тоидной трассы. Как известно, на кривых 
малых радиусов устраивают уширения 
проезжей части. Обычно, эти уширения 
выполняют на протяжении переходной 
кривой пропорционально расстоянию от 
начала переходной кривой так, чтобы ве-
личины полного уширения были достигну-
ты к началу круговой кривой.

Выводы
В результате проведенного исследова-

ния можно сделать следующие выводы:
– метод опорных элементов, по срав-

нению с традиционным, позволяет суще-
ственно облегчить и упростить процесс 
графической проработки трассы, поскольку 
исключается необходимость использования 
шаблонов клотоидных кривых для подбора 
параметров;

– предусмотрено автоматическое вы-
полнение ряда требований трассирования, 

расширились его возможности за счет уве-
личения набора расчетных схем.
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