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Предлагается подход к расчету боковых поверхностей зубьев гиперболоидных передач, который может 
быть реализован как в электронных таблицах, так и путем непосредственного моделирования кинемати-
ки формообразования в современных CAD/CAE системах. В качестве образующей используется отрезок 
прямой, заданный в нормальной к линии пересечения делительных гиперболоидов плоскости, проходящей 
через горловые сечения. Рассматривается частный случай скрещивания осей вращения зубчатых колес, 
участвующих в зацеплении под прямым углом. При таком относительном положении можно рассчитать 
и смоделировать поверхности по линиям сечений, не рассчитывая винтовые направляющие линии. Результат 
расчета используется для построения трехмерных моделей сопряженных боковых поверхностей зубьев, ра-
ботающих в паре гиперболоидных зубчатых колес. Расчет каждой половины боковой поверхности каждого 
зубчатого колеса осуществляется по отдельному алгоритму. Геометрические модели могут использоваться 
для разработки технологий изготовления зубчатых колес на основе использования станков с ЧПУ, а также 
«печатания» деталей на 3D принтерах.
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An approach of orthogonal hyperboloid gear wheels teeth surfaces calculation and modelling is presented. This 
method is applicable as well as using spreadsheets and directly simulate the traces of a line while it moves according 
to lows of movement relative rotation axis of gear wheels and relative movement of one of axis relative another in 
modern CAD/CAE. The initial position of a line is on a plane normal to intersection line of middle hyperboloids. 
To model the teeth surfaces in our case it is not necessary to calculate helix lines, to build the surface it is enough 
to calculate a set of section lines. The result of calculation is applied for modeling teeth surfaces or orthogonal 
hyperboloid gear wheels couples. For every half of a surface of every gear wheel one calculating algorithm is used. 
gear wheels manufacturing technologies could be designed by using 3-D models applying as well NC-machines, 
and prototyping equipment.
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В современных конструкциях механи-
ческих передач гиперболоидные передачи 
не нашли широкого применения. Это об-
условлено в первую очередь тем, что изго-
товление гиперболоидных зубчатых колес 
представляет собой трудную технологиче-
скую задачу. Однако ряд конструктивных 
преимуществ позволяет найти им сферу 
применения, несмотря на существенно 
большие затраты на изготовление по срав-
нению с другими типами передач. В част-
ности, в отличие от гипоидных передач, 
гиперболоидные позволяют передавать оди-
наковую мощность как в прямом, так и в ре-
версном направлении. В отличие от червяч-
ных передач, гиперболоидные могут иметь 
передаточные отношения в диапазоне от 
0,2 до 5...10 (ограничения накладываются 
при оценке величин потерь на трение и по 
удельным нагрузкам в диапазоне приемле-
мых скоростей скольжения). Коэффициент 

полезного действия гиперболоидных пере-
дач оценивается в диапазоне до 0,96...0,98.

При моделировании боковой поверхности 
зубьев сопряженных гиперболоидных колес 
возможно использование подхода, позволя-
ющего рассчитать гиперболоидные винтовые 
линии, заданные в сечениях делительного 
гиперболоида, гиперболоидов в основании 
и на вершине зуба. При моделировании с ис-
пользованием сечения и трех направляющих. 
Для сопряженных колес согласованными вин-
товыми линиями будут линии, лежащие на 
делительных гиперболоидах. Уравнения этой 
линии, для обоих колес, работающих в паре, 
можно рассчитать кинематически, а также 
непосредственно смоделировать. В предпо-
ложении, что делительные гиперболоиды ко-
лес образуются вращением линии n (рис. 1) 
вокруг каждой из перекрещивающихся осей 
колес передачи (на рисунке изображен один 
из гиперболоидов).



 FUNDAMENTAL RESEARCH    № 12, 2016 

10  TECHNICAL SCIENCES (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 

             

а)                                                                              б)

Рис. 1. Гиперболоидная винтовая линия при различных значениях скорости движения  
точки А вдоль линии n. Для а) скорость движения вдоль линии n, чем для б)

В предположении, что точка А движется 
по линии n со скоростью v(t), перекрещива-
ющейся с осью x под углом β, а сама линия, 
образующая гиперболоид, вращается во-
круг оси x с угловой скоростью w(t), урав-
нение винтовой линии примет вид [7]:

0

( )cos
t

x v t dt= β∫ ;

  
0 0 0

cos ( ) ( ) sin sin ( )
t t t

y R t dt v t dt t dt= ω − β ω∫ ∫ ∫ ; (1)

0 0 0

sin ( ) ( ) sin( )cos ( )
t t t

z R t dt v t dt t dt= ω + β ω∫ ∫ ∫ ,

где R – радиус гиперболоида в горловом сече-
нии; β – угол перекрещивания оси x и линии n.

Для передачи, из условия равномерного 
вращения обоих колес пары, представляет 
интерес случай v = const и w = const. Ва-
рьируя v при заданном значении w, можно 
получать различные значения шага и, соот-
ветственно, угла подъема винтовой линии. 
Так как одна и та же точка A используется 
для расчета винтовых линий колес, рабо-
тающих в паре, то эти винтовые линии бу-
дут использоваться для моделирования со-
прягаемых боковых поверхностей зубьев. 
Моделирование боковых может осущест-
вляться по сетке кривых: направляющими 
линиями будут винтовые линии, линиями 
сечений отрезки производящей линии [4]. 
Моделирование может осуществляться по 
сечениям в плоскостях, перпендикулярных 
оси вращения колеса [1, 3].

Для ортогональной передачи, при ус-
ловии использования в качестве образую-
щей отрезка прямой, заданной в нормаль-
ном сечении к боковой поверхности зуба, 
проведенном из горлового сечения, можно 
рассчитать частный вариант сопряженных 
боковых поверхностей зубчатых колес, ра-
ботающих в паре, без расчета винтовой ли-
нии. В данном случае боковая поверхность 
зуба моделируется посечением и представ-
ляет собой линейчатую поверхность. Ха-
рактер кривизны боковой поверхности зуба 
в горловом сечении меняется от вогнутой 
на выпуклую. Следовательно, расчет дол-
жен осуществляться для каждой половины 
боковой поверхности зуба по отдельному 
алгоритму, суть которых приводится ниже.

Осью вращения первого колеса являет-
ся ось вращения O1X1 (рис. 2). Осью враще-
ния второго колеса является ось O2Y2. Для 
расчета половин зубьев первого и второго 
колес положим, что отрезок образующей 
АВ вращается равномерно вокруг оси O2Y2 
с постоянной угловой скоростью ω2 – от-
носительное движение в системе координат 
O2X2Y2Z2. Данное движение можно задать 
для двух точек А и В, принадлежащих об-
разующей:

2 2 2( ) (0)A At tφ = φ + ω ;

 2 2 2( ) (0)B Bt tφ = φ + ω ,  (2)

где 2 ( )A tφ , 2 ( )B tφ  – углы поворота точек A и B 
при равномерном вращении образующей 
вокруг оси Y2 в системе координат O2X2Y2Z2, 
t-параметр (условно время) способный при-
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нимать как положительные, так и отрица-
тельные значения.

Система координат O1X1Y1Z1 принята 
за неподвижную, и гиперболоидное коле-
со, осью вращения которой является ось 
O1X1 примем за неподвижное и положим, 
что колесо, осью вращения которого яв-
ляется O2Y2 вместе с системой координат 
O2X2Y2Z2 равномерно вращается вокруг 
оси O1X1 с угловой скоростью ω1 = ω2/i, 
где i – передаточное отношение, равное 
отношению диаметров гиперболоидов 1 
к 2 в горловых сечениях. Это будет пере-
носным движением.

Рис. 2. К расчету боковой поверхности  
зуба гиперболоидного колеса.  

AB – «Образующая»; m – одна из двух линий 
пересечения делительных гиперболоидов;  
1, 2 – делительные гиперболоиды колес, 

работающих в сопряжении

Траектории абсолютного движения рас-
считываются отдельно для точки A и точ-
ки B, как векторные суммы относительных 
и переносных движений:

O1A = O1O2 + O2A;

 O1B = O1O2 + O2B,  (3)
где O1A, O1B – радиус-векторы положений 
точек А и В в системе координат O1X1Y1Z1, 
O1O2 – радиус-вектор положения точки O2 
в системе координат O1X1Y1Z1, O2A, O2B – 
радиус-векторы положений точек A и B 
в системе координат O2X2Y2Z2. Расчет про-
водится для четырех половин двух поверх-
ностей, работающих в сопряжении. Рассмо-
трим методику расчета для одной второй 
боковой поверхности зуба колеса 1.

Колесо 1 предполагается неподвижным, 
система координат O1X1Y1Z1 жестко с ним 
связана. Колесо 2 равномерно вращается 
вокруг оси O1X1 угловой скоростью w1 та-
ким образом, что ось O2Z2 совпадает с век-
тором O1O2. Ось O2X2 параллельна оси O1X1. 
Отрезок АВ равномерно вращается вокруг 
оси O2Y2 с угловой скоростью w2 = w1/i, где 
i – передаточное отношение, равное от-
ношению делительных диаметров в гор-
ловом сечении второго колеса к первому. 
Начальное положение точек A и B задает-
ся в плоскости, перпендикулярной линии 
пересечения делительных гиперболоидов 
и проходящей через горловые сечения, ко-
ординаты точек зависят от выбранного угла 
зацепления. Данному положению точек A, B 
образующей будет соответствовать нулевое 
значение параметра t. С учетом того, что по-
ложение образующей, равномерно вращаю-
щейся вокруг оси O2Y2, координаты точек 
A и B в системе координат O2X2Y2Z2 будут 
определяться:

2 2 2( ) cos( (0) )A Ax t t= φ + ω , 

2 2 2( ) sin( (0) )A Az t t= φ + ω ,

( ) ( )2 2 0A Ay t y= ;

2 2 2( ) cos( (0) )B Bx t t= φ + ω , 

2 2 2( ) sin( (0) )B Bz t t= φ + ω ,

( ) ( )2 2 0B By t y= .
Орт-векторы системы координат 

O2X2Y2Z2, необходимо определить через орт- 
векторы системы координат O1X1Y1Z1 в за-
висимости от значения параметра t:

i2 = i1, 

2 1 0 1 1 0 1sin( ( )) cos( ( ))j j t k t= φ + ω − φ + ω ,

2 1 0 1 1 0 1cos( ( )) sin( ( ))k j t k t= φ + ω + φ + ω .
При подстановке данных выражений 

в уравнения (3) можем рассчитать положе-
ние образующий, зависящей от значения 
параметра t. При изменении t от нуля в по-
ложительном направлении получим поло-
жение сечения для половины боковой по-
верхности первого зубчатого колеса. Если 
изменять t от нуля в отрицательном направ-
лении, получим половину боковой поверх-
ности второго зубчатого колеса. 

Затем необходимо принять колесо 2 с си-
стемой координат O2X2Y2Z2 за неподвиж-
ное, а первое вместе с системой координат 
O1X1Y1Z1, вращающимся вокруг оси O2Y2 c 
постоянной угловой скоростью w2, таким 
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образом, что ось O1Z1 будет совпадать по на-
правлению с отрезком O1O2. Отрезок AB при-
нять равномерно вращающимся с угловой 
скоростью w1 вокруг оси O1X1. В этом случае 
также рассчитать траектории движения то-
чек A и B как векторные суммы относитель-
ных и переносных движений. В этом случае 
получим вторые половины боковых поверх-
ностей зубьев для обоих зубчатых колес. 

Рис. 3. Моделирование боковой поверхности 
зуба гиперболоидного колеса по «кривым» 

сечений: 1 – делительный гиперболоид 
колеса, для которого моделируется боковая 

поверхность зуба; 2 – делительный 
гиперболоид сопряженного колеса;  

3 – боковая поверхность зуба колеса 1

Рис. 4. Совмещенные поверхности зубьев, 
участвующих в зацеплении.  

1 – делительный гиперболоид ведущего колеса; 
2 – сопряженные боковые поверхности зубьев; 
3 – делительный гиперболоид ведомого колеса

Полученные совокупности координат 
точек образующих позволяют смоделиро-
вать боковую поверхность зуба гипербо-
лоидного зубчатого колеса (рис. 3). Одно-
временно в результате расчета получаем 
также координаты образующей, для мо-
делирования боковой поверхности зуба 
сопряженного колеса (рис. 4). При этом 
с учетом необходимых коррекций обра-

зующей линии [6] могут быть получены 
уравнения координат точек модифициро-
ванных образующих линий. 

Данную кинематику формообразования 
можно непосредственно реализовать в ком-
пьютерной среде моделирования механиз-
мов, например в среде «Симуляция кинема-
тических механизмов» системы NX.

Рис. 5. Гиперболоидные зубчатые колеса, 
работающие в паре

В результате расчета боковых поверх-
ностей зубьев получаем поверхности, га-
рантированно перекрывающие область 
между поверхностями вращения, образо-
ванными ножкой и вершиной зубьев. По 
аналогии с эвольвентными зубчатыми ко-
лесами используем соотношения: головка 
зуба равна модулю m, ножка зуба равна 
1,25m в любом сечении, перпендикуляр-
ном оси вращения рассматриваемого ко-
леса. При этом, так как зубчатый венец 
моделируется на гиперболоиде вращения, 
то в горловом сечении модуль будет ми-
нимальным. Наличие двух поверхностей 
зуба, либо впадины, позволяет смоделиро-
вать зубчатый венец. Остальные элементы 
геометрии зубчатых колес гиперболоидной 
передачи моделируются с учетом требова-
ний конструкции, как, например, рис. 5.

Наличие геометрических моделей по-
зволяет изготовлять опытные образцы 
гиперболоидных зубчатых колес на пя-
тикоординатных станках с ЧПУ [5], либо 
выращивать данные детали методами ад-
дитивных технологий. Были предложены 
также методы изготовления гиперболоид-
ных зубчатых колес на зубообрабатываю-
щих станках [2].
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