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В статье рассматриваются вопросы синтеза оптимальных по быстродействию программных управле-
ний. Рассматриваются объекты, относящиеся к классу нелинейных аффинных систем со скалярным управ-
лением. В качестве математического аппарата используется линеаризация Ньютона – Канторовича, аппарат 
матричные операторы и абстрактная конечномерная L-проблема моментов М.Г. Крейна и А.А. Нудельмана. 
Алгоритм состоит из следующих основных этапов. 1. Линеаризация нелинейной математической модели 
объекта по схеме Ньютона – Канторовича. 2. Преобразование дифференциальных уравнений к форме с ма-
тричными операторами. 3. Синтез управления, согласно заданному критерию с использованием L-проблемы 
моментов. 4. Организация итерационного процесса, согласно схеме Ньютона – Канторовича. На 3 этапе ис-
пользуются методы функционального анализа, которые сводят задачу к классической вариационной задаче – 
максимизации системы моментных соотношений при ограничении на управление, которое рассматривается 
как равенство. Приводится пример иллюстрирующий метод синтеза.
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The article deals with questions the optimal synthesis by time program controls. Considered objects, belong to 
the class of nonlinear affine systems with scalar control. As an mathematical apparatus used linearization Newton – 
Kantorovich, apparatus matrix operators and finite abstract of L – moment problem M.G. Krein and A.A. Nudelman. 
The algorithm consists of the following stages. 1. The linearization of a nonlinear mathematical model of the object 
on the Newton – Kantorovich scheme. 2. Transformation of differential equations to form a matrix operators. 
3. Synthesis of control, according to specified criteria using the L – moment problem. 4. Organization of the iterative 
process, in accordance with Newton’s – Kantorovich scheme. In step 3 using methods of functional analysis, which 
reduces the problem of classical variational problem – maximize system moment ratio while limiting the control, 
which is regarded as equality. An example is given illustrating the synthesis method.
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Оптимальное управление сложными 
нелинейными объектами имеет большой 
теоретический и практический интерес. 
В целом задача синтеза оптимальных си-
стем управления в теоретическом плане 
в общем виде решена [13], однако форми-
рование управления, например, по кри-
терию максимального быстродействия 
в замкнутом виде выполнено только для 
объектов, математические модели кото-
рых описываются уравнениями невысоко-
го порядка.

Основной проблемой является необхо-
димость решения краевых задач и наличие 
ограничений на управление. В случае не-
линейных систем – разнообразие видов не-
линейностей. Универсального подхода нет. 
эти особенности приводят к необходимо-
сти в каждом конкретном случае разраба-
тывать свой метод решения задачи. Разра-

ботано множество методов, имеющих свои 
достоинства и недостатки [1–3, 10, 14, 15]. 
Список крайне неполон. Предлагается 
один из возможных подходов к решению 
задачи. Он основан на аппарате матричных 
операторов.

Аппарат матричных операторов нашел 
свое широкое применение для решения 
самых различных задач при исследовании 
и проектировании систем управления [5–7, 
11, 12]. Его применение совместно с други-
ми методами позволяет существенно рас-
ширить круг решаемых задач. Одной из 
таких является задача синтеза оптимальных 
по быстродействию программных управле-
ний для нелинейных объектов. Желательно 
иметь решение задачи в замкнутом виде, 
однако это не всегда возможно. Если найде-
но оптимальное программное управление, 
то задача синтеза регулятора для нелиней-
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ного объекта упрощается. Она сводится, 
например, к задаче стабилизации движения 
объекта относительно программной тра-
ектории и программного управления, так 
называемая задача двухэтапной оптимиза-
ции [12].

В работе предлагается использовать 
аппарат матричных операторов совместно 
с абстрактной конечномерной L-проблемой 
моментов М.Г. Крейна и А.А. Нудельма-
на [8]. В работе [9] Е. Крейндлер показал, 
как можно использовать положения L – про-
блемы моментов для синтеза оптимального 
по быстродействию управления для класса 
линейных объектов. 

Применение линеаризации Ньютона – 
Канторовича, в продолжение развития 
идей Е. Крейндлера, позволяет для нели-
нейных объектов также синтезировать оп-
тимальное по быстродействию программ-
ное управление.

Постановка задачи. Задан объект, опи-
сываемый уравнением вида
 ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,t t t t u t= +X F X B  (1)

где ( ) nt R∈X , ( ) 1u t R∈ .
Полагаем, что объект является вполне 

управляемым. Необходимо синтезировать 
скалярное управление u(t), переводящее 
объект из заданного начального состояния 
X(t0) в конечное состояние X(T) и доставля-
ющее минимум следующему функционалу

 ( ) ( )
( )

0

0 min.
T

u t
t

J u dt T t= = − →∫  (2)

Алгоритм синтеза
Алгоритм состоит из следующих основ-

ных этапов.
1. Линеаризация нелинейной математи-

ческой модели объекта по схеме Ньютона – 
Канторовича.

2. Преобразование дифференциаль-
ных уравнений к форме с матричными 
операторами.

3. Синтез управления, согласно заданно-
му критерию с использованием L-проблемы 
моментов.

4. Организация итерационного процес-
са, согласно схеме Ньютона – Канторовича.

линеаризация нелинейной 
математической модели

Данная процедура достаточно подробно 
рассмотрена [6, 7, 11] и в других работах 
автора, посвященных задачам синтеза. От-
метим лишь, что в процессе линеаризации 
осуществляется переход от нелинейных 
дифференциальных уравнений (1) к после-

довательности линеаризованных уравнений 
вида

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,k k
k kt t t t u t t+ += + +X A X B D   (3)

( ) ( )1 0 0 ,  0,1,2,...k t t k+ = =X X ,
где 

( ) ( )( ), ,k
kt t t= XA F X

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , .k
k k kt t t t t t= ⋅ +X XD F X X F X  (4)

Матрица ( )( ),k t tXF X  определена сле-
дующим образом:

 ( )( ) { }
, 1,

ˆ, .i
k ij

j i j n

ft t f
x

=

 ∂ = =  ∂  
XF X  (5)

Линеаризованные дифференциальные 
уравнения (3) имеют переменные коэф-
фициенты. Их структура соответствует 
той, с которой обычно выполняется синтез 
управления для неавтономных объектов.

Преобразование дифференциальных 
уравнений к необходимой форме

Преобразование дифференциальных 
уравнений в форму необходимую для при-
менения L-проблемы моментов осущест-
вляется переходом к системе интеграль-
ных моментных соотношений и систему 
моментов.

Для этого перейдем от дифференциаль-
ного уравнения (3) к интегральному урав-
нению Фредгольма 2 – рода (индекс k для 
краткости записи опустим):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0

0

0

, ,

, ,

T T

X U
t t

T

D
t

t t d t u d

t d t

= τ τ τ + τ τ τ +

+ τ τ +

∫ ∫

∫

X K X K

K X

 0[ , ]t t T∈ , (6)

где матричные ядра ( , )X t τK , ( , )U t τK ,  
( ),D t τK  имеют вид

( ) ( ) ( ) ( ){ }
, 1

, , 1
nX

X ij ij i j
t K t t a

=
τ = τ = − − τ τK , 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ,1

1, 1
, , 1

nU
U ij ij i j

t K t t b
= =

τ = τ = − τ τK ,

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

, , 1
nD

D i i i
t K t t d

=
τ = τ = − τ τK .

Представим сигналы X(t), X(t0), u(t) 
и ядра уравнения (6) ( ),X t τK , ( ),U t τK , 

( ),D t τK  в виде конечномерного разложе-
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ния по заданному ортогональному базису 

:

( ) ( ) ˆnt t= ⋅ XX FT C , ( ) ( ) 0
0

ˆnt t= ⋅X FT C ,

 ( ) ( )1 ˆ Uu t t= ⋅FT C ,

( ) ( )ˆ( , ) n nt tτ = τX
XK FT A F , 

( ) ( )1
ˆ( , ) U

nU t tτ = τK FT B F , 

 ( ) ( ) ( )1
ˆ, nD t tτ = τK FT DF ,  (7)

где ˆ XC , 0Ĉ , ˆ UC , ˆ XA , ˆ UB , D̂  – спектраль-
ные характеристики соответствующих 
функций, ( )n tFT , ( )1 tFT , ( )n τF , ( )1 τF  – 
клеточные матрицы, построенные на эле-
ментах ортогонального базиса.

Теперь можно перейти от интегральной 
формы описания объекта к спектральной 
форме

( )
( ) ( )

1

1

1 1
0

1 1

ˆˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ .

U Y

X X

−

− −

= − +

+ − + −

X XC I A B C

I A D I A C



 

Если вновь вернуться во временную об-
ласть, то имеет место следующая зависи-
мость, связывающая управление с выходом:

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

0

,

,

T

t

T

t

t t u d

t t t d

= τ τ τ +

+ + τ τ

∫

∫

X W

DD R X ,  (8)

где 

( ) ( ) ( )1
ˆ, nt tτ = ⋅ ⋅ τW FT L F , 

( ) ( ) ( )1
ˆ, nt tτ = ⋅ ⋅ τR FT P F , ˆ ˆ ˆ U= ⋅L P B , 

( ) 1

1
ˆˆ ˆ X

−

= −P I A , ( ) ( ) ˆ ˆnt t= ⋅ ⋅DD FT P D .
Выражение (8) можно записать также 

в виде

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0 0

,

, , .

T

t

t t u d

t t t T t

= τ τ τ +

+ +

∫X W

DD R X  (9)
Здесь 

( ) ( )
0

0, , ,
T

t

t t T t d= τ τ∫R R .

Полагая t = T, получаем систему мо-
ментных соотношений

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0 0

,

, .

T

t

t u d T

T t T t

τ τ τ = −

− −

∫ W X

DD R X  (10)

В зависимости (10) W(t, τ) – си-
стемой моментных функций, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,T T t T t− −X DD R X  – система 
моментов.

Синтез управления
Управление оптимальное u(t) по кри-

терию (2) всегда ограничено. это может 
быть ограничение по величине ( )u t C≤ , 

по энергии ( )
0

2 2
2

T

t

u d Cτ τ ≤∫  или по площа-

ди ( )
0

1

T

t

u d Cτ τ ≤∫ . Все они объединяются 

одним выражением

 ( )
0

1/

, 1
p

T
p

p
t

u d C p
 

τ τ ≤ ≤ ≤ ∞   
∫ .   (11)

При p = ∞ и q = 1 имеет место ограниче-
ние управления по величине.

Левая часть неравенства (11) есть норма 
u(t) в пространстве Lp. Поэтому при синтезе 
управления можно воспользоваться метода-
ми функционального анализа. В [9] отмеча-
ется, что «управление будет оптимальным 
только в случае, если оно удовлетворяет не-
равенству (11) со знаком равенства». Кроме 
того для оптимальности управления необ-
ходимо и достаточно, чтобы оно максими-
зировало следующее выражение

, (12)
при некотором ненулевом векторе Λ.

Как видим, имеет место классическая ва-
риационная задача – максимизация выраже-
ния (13) при ограничении (12), которое рас-
сматривается, как равенство. Решение задачи 
известно – [11, 18]. Оптимальное управление 
определяется следующим выражением:

 (13)
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При условии 

  (14)

Как видим из (13), оптимальное управ-
ление является функцией времени и зависит 
от значений элементов ненулевого векто-
ра – Λ, минимального времени – T и вели-
чины ограничения – Cp: .

Для значений p = ∞ и q = 1 имеет место 
известный результат [8, 13]
   (15)

С учетом вида управления (15), условие 
(14) становится следующим:

 (16)

Если длину вектора Λ выбрать произ-
вольно, например, так, чтобы

,  (17)
то условие (17) упрощается:

   (18)

Выражение (18) есть решение постав-
ленной задачи на максимальное быстро-
действие. 

Наименьшее T, которое удовлетворяет 
данному уравнению для заданного значения 
C при условии (17) есть искомое минималь-
ное время для текущего шага итерационно-
го процесса.

Организация итерационного процесса
Линеаризация по схеме Ньютона – 

Канторовича предполагает организацию 
итерационного процесса по уточнению 
решения уравнения (3) до тех пор, пока 
решение линеаризованного уравнения не 
будет близко к решению исходного нели-
нейного уравнения. Как правило, началь-
ные приближения выбираются исходя из 
некоторых практических соображений, на-
пример, при решении данной задачи в ка-
честве них можно использовать началь-
ные состояния, из которых переводится 
объект. На текущем шаге итерационного 
процесса находится система моментных 
функций – W(t, τ) и система моментов – 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,T T t T t− −X DD R X  (смотри 
систему моментных соотношений (10)), 
находится оптимальное время управле-

ния T, удовлетворяющее уравнению (18) 
и искомое управление u(t). Найденному 
управлению соответствует своя фазовая 
траектория, являющаяся основой для сле-
дующего шага итерационного процесса. 
Итерационный процесс продолжается до 
тех пор, пока с заданной точностью не бу-
дет выполнено ограничение на управление 
и не будет меняться время управления T.

Пример. Объект управления описывает-
ся уравнением

( ) ( ( ), ) ( )t t t u t= +X F X B ,

где 2

1 2

0
( ( ), ) ,

3 1
x

t t
x x

   
= =   −   

F X B .

Требуется синтезировать управление, 
переводящее объект из начального состо-
яния (0) [1 2]T=X  в конечное состояние 

( ) [3 6]TT =X  за минимальное время при 
ограничении на управление ( ) 42,5u t ≤ .

Рис. 1. Управление u(t)

Рис. 2. Изменение координаты x1(t) 
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Рис. 3. Изменение координаты x2(t)

Начальные приближения 1( ) 1( )x t t= ,  
2 ( ) 1( )x t t= . Найденное время управле-

ния T = 0,7216256 с. Полученное конечное 
состояние: ( ) [2,97193 6,21338]TT =X .  
Ограничение на управление: 
max( ( )) 42,494708u t = . Данная точность по-
лучена за 4 итерации.

На рис. 1 показан график изменения 
управления; на рис. 2–3 графики изменения 
фазовых координат. На рис. 2–3 точками по-
казаны точные конечные значения фазовых 
координат.

заключение
Предложен на взгляд автора, достаточ-

но эффективный и конструктивный метод 
синтеза оптимальных по быстродействию 
программных управлений для нелинейных 
объектов. Приведенный пример свидетель-
ствует о том, что управление является огра-
ниченным и обеспечивает перевод объекта 
из заданного начального состояния в за-
данное конечное состояние за минимальное 
время.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований и Правительства Ка-
лужской области (грант № 16-41-400701).
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