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В статье предложен метод синтеза нестационарных фильтров для аналоговой электроники. Для синтеза 
фильтров предлагается использовать аппарат матричных операторов, который хорошо зарекомендовал себя 
для решения задач управления для класса линейных стационарных и нестационарных систем. Алгоритм 
метода предполагает реализацию двух довольно трудоемких этапов: вычисление матричного оператора 
фильтра и восстановление дифференциального уравнения фильтра по найденному матричному оператору. 
При реализации первого этапа алгоритма используется такая же идеология, как и в разработанном авторами 
проекционно-матричном методе синтеза нелинейных систем управления – замена нелинейных элементов их 
эквивалентными матричными операторами с использованием методов математического программирования. 
На втором этапе решается следующая задача. Известен матричный оператор фильтра в классе стационарных 
или нестационарных линейных систем, необходимо построить дифференциальное уравнение, эквивалент-
ное этому матричному оператору. Структура дифференциального уравнения регулятора выбирается из сооб-
ражений аппаратной реализации, поэтому задача сводится к определению коэффициентов уравнения. Неиз-
вестные коэффициенты вычисляются в виде разложений по ортонормированному базису. В работе показано, 
что алгоритм расчета этих коэффициентов сводится к решению переопределенной системы линейных алге-
браических уравнений относительно искомых коэффициентов Фурье. Алгоритм метода демонстрируется на 
примере построения оптимального фильтра электронного устройства. Предложенный подход к построению 
фильтров, основанный на методе матричных операторов, позволяет найти дифференциальные уравнения 
оптимальных фильтров, как для класса стационарных, так и нестационарных случайных процессов, причем 
нет ограничений и на стационарность объекта.

Ключевые слова: матричный оператор, ортонормированный базис, синтез, фильтр, случайный процесс, 
дисперсия, корреляционная функция
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In the article the method of synthesis of non-stationary filters for the analog electronics. For the synthesis filters 
is proposed to use the unit matrix operators, which is well established for the solution of control problems for a class 
of linear stationary and non-stationary systems. Algorithm method involves the implementation of two quite time-
consuming stages: the calculation of the matrix operator of the filter and restore the differential equation of the filter 
is found in the matrix operator. In the first phase of the algorithm uses the same ideology, as in the authors ‘ projection 
matrix method of synthesis of nonlinear control systems – replacement of nonlinear elements of the equivalent 
matrix operators are using methods of mathematical programming. In the second stage, we solve the following 
problem. Known Mat-hex filter operator in the class of stationary or non-stationary linear systems, it is necessary 
to build a differential equation equivalent to this matrix operator. The structure of the differential equation of the 
regulator is chosen for reasons of hardware implementation, so the problem reduces to determining the coefficients 
of the equation. The unknown coefficients are calculated in the form of expansions in an orthonormal basis. It is 
shown that the algorithm of calculation of these coefficients is reduced to solving an overdetermined system of linear 
algebraic equations for the desired Fourier coefficients. The algorithm of the method is demonstrated on the example 
of constructing an optimal filter of the electronic device. The proposed approach to the construction of filters based 
on the matrix operators allows us to find the differential equation of optimal filters for a class of stationary and 
nonstationary random processes, with no restriction on the stationarity of the object.
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В настоящее время в области анализа 
и проектирования устройств аналоговой 
электроники (устройства отображения ин-
формации, системы автоматического управ-
ления, аналоговые фильтры) наблюдают-
ся попытки перехода на уровень выпуска 
системных микросхем, однако отсутствие 
единого общепризнанного математического 

аппарата решения задач анализа и синтеза 
сдерживают развитие данного направления. 
Выход из создавшегося положения наметил-
ся в работе [2], где за естественнонаучную 
базу аналоговой микроэлектроники приня-
та математическая теория систем диффе-
ренциальных уравнений (ДУ) в обобщен-
ной форме. Переход к естественнонаучным 
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представлениям позволяет сформировать 
новый элементный базис. Необходимым 
шагом перехода на новую элементную базу 
является замена модели радиоэлектронного 
устройства в виде принципиальной элек-
трической схемы на равноценную модель 
в виде структурной схемы, которая должна 
состоять только из элементарных звеньев 
предлагаемой элементной базы [2, 9]. Важ-
ным шагом перехода на предлагаемую эле-
ментную базу является обоснование про-
цедуры синтеза электронного устройства: 
выбор структуры дифференциального урав-
нения; расчет его коэффициентов и сборка 
синтезируемого устройства. Всё это, вместе 
взятое, определяет новый подход к анализу 
и синтезу электронных устройств на эле-
ментарных звеньях. На основе вновь вве-
денной элементной базы возможно сформи-
ровать как МАБИС (матричные аналоговые 
большие интегральные схемы), так и ПАИС 
(программируемые аналоговые интеграль-
ные схемы). Такая возможность обуслов-
лена малочисленностью элементов в базе 
и позволяет спроектировать уникальный 
чип для данной МАБИС, или единый пере-
программируемый элемент для ПАИС [2].

Однако те большие возможности, ко-
торые открываются введением предлагае-
мой элементной базы, требуют обширной 
предварительной работы, связанной с ис-
следованием особенностей проектирования 

различных типов аналоговых устройств. 
В настоящей статье предлагается алгоритм 
синтеза таких широко применяющихся 
устройств, как фильтры. Для синтеза филь-
тров предлагается использовать аппарат 
матричных операторов, который хорошо 
зарекомендовал себя для решения задач 
управления для класса линейных стацио-
нарных и нестационарных систем [1, 3, 7], 
а в последнее время нашел развитие и на 
класс нелинейных систем [4, 5, 6, 10, 13]. 
Рассмотрим алгоритм решения задачи син-
теза оптимального фильтра на конкретном 
примере. Предположим, что система задана 
следующей структурной схемой (рис. 1).

Динамика объекта описывается урав-
нением

 (1)
где 

 

  

( ) ( )0 0 0.X X= =

На вход системы поступает аддитивная 
смесь центрированных не коррелирован-
ных сигналов m(t) (полезный сигнал) и n(t) 
(помеха) с известными корреляционными 
функциями

  (2)

Требуется синтезировать последо-
вательное корректирующее устройство 
(фильтр), которое устранило бы влияние по-
мехи на выходной процесс X(t) системы на 
промежутке [ ]0, 6 c.  Решение поставленной 
задачи представим в виде последовательно-
сти этапов.

Этап 1. Выберем в качестве ортонорми-
рованного базиса (ОНБ) ортонормирован-
ные на промежутке [0, 6] полиномы Лежан-
дра 

Этап 2. Проведем статистический ана-
лиз системы без фильтра. Структурная 
схема системы в операторной форме пред-

ставлена на рис. 2 (  – спек-
тральные характеристики входного сигнала, 
сигнала ошибки, управления и выходного 
сигнала соответственно; Аф, А0 – матрич-
ные операторы фильтра и объекта).

Задав размер базиса l = 12, одним из 
способов, изложенных в [11, 12], найдем 
матричный оператор объекта А0 в выбран-
ном базисе. Далее определяем матричный 
оператор всей системы без регулятора: 

 Применяя двумерное пре-
образование Фурье, рассчитываем спек-
тральные характеристики корреляционных 
функций полезного сигнала и помехи:
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По следующим зависимостям определя-
ем спектральные характеристики корреля-
ционной функции выходного сигнала, об-
условленные действием: полезного сигнала 
и помехи –  полез-
ного сигнала –  помехи – 

. 
При синтезе фильтра спектральную ха-

рактеристику  (обусловленную 
действием только полезного сигнала) будем 
использовать в качестве желаемой (эталон-
ной). По формуле

рассчитаем спектральную характеристику 
желаемой дисперсии выходного процесса. 

Найдем автокорреляционные функции, 
дисперсии и среднеквадратическое откло-
нение (СКО) выходного сигнала, обуслов-
ленные действием:

– полезного сигнала и помехи 

– полезного сигнала 

– помехи 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2, .n XX n XX n XX t t t
t D t R t t

= =
σ = =

Графики СКО выходного сигнала, обу-
словленные совместным действием полез-
ного сигнала и помехи, а также действием 
отдельно помехи и полезного сигнала, пред-
ставлены на рис. 3.

Этап 3. Расчет оптимального матрич-
ного оператора фильтра. Вычислим ма-
тричный оператор фильтра относительно 
двух критериев: критерия близости корре-
ляционных функций и критерия близости 
дисперсий. Матричный оператор системы 
с фильтром имеет вид 
 . (3)

Оптимальные матричные операторы 
найдем из следующих зависимостей:

● критерий близости корреляционных 
функций:

  (4)

где

● критерий близости дисперсий:

  (5)

где

Рис. 1. Структурная схема системы

Рис. 2. Структурная схема системы в операторном виде
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Выбрав евклидову норму матриц (4), (5), получим следующие целевые функции, под-
лежащие минимизации относительно элементов матрицы Аф:

  

  

Рис. 3. Графики СКО выходного сигнала системы без фильтра

Положив в качестве начального при-
ближения Аф = I, (I – единичная матрица) 
методом Гаусса – Ньютона вычисляем оп-
тимальные матричные операторы фильтра 

, , при этом  

Этап 4. Построение математической 
модели оптимального фильтра в форме 
дифференциального уравнения по извест-
ным матричным операторам   Име-
ется несколько подходов к решению этой 
задачи, один их них основан на использо-
вании понятия порождающих функций [11]. 
В случае если порядок ДУ невысокий, мож-

но предложить следующий способ. Зададим 
следующую структуру ДУ, описывающее 
динамику фильтра:
  (6)

Определим коэффициенты   
в виде разложения по ОНБ так, чтобы ма-
тричный оператор уравнения (6) Аф как мож-
но точнее совпадал с  в одном случае и с 

 в другом. Матричные операторы правой 
 и левой  частей уравнения 

(6) можно представить следующим образом 
(см. переход о ДУ к соответствующему ин-
тегральному уравнению в [11]):

где  – спектральная характеристика 

 – спектральная характеристика  элементы матрицы  со-
гласно вычисляются следующим образом: 

, 

а ее структура имеет размер (12×122): 
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Тогда матричный оператор фильтра определяется следующим образом:

  (7)

Оптимальные параметры  найдем исходя из следующих зависимостей:

– критерий близости корреляционных функций:

  (8)

– критерий близости дисперсий:

  (9)

Задавшись евклидовой нормой для матриц (8), (9), получим следующие целевые функ-
ции, подлежащие минимизации:

 ( ) ( ) ( )( )2*

,
min;R R R

R ij pi j
G p p g p= = →∑G  

 ( ) ( ) ( )( )2* min,D D R
D i pi

G p p g p= = →∑G  

Рис. 4. Графики СКО выходного сигнала системы

где  – совокупность 
искомых параметров.

В результате минимизации целевых 
функций методом Гаусса – Ньютона были 
найдены:  – спектральные харак-
теристики соответствующих коэффициен-
тов фильтра, найденные по критерию (8); 

 – спектральные характеристики, 
найденные по критерию (9).

Целевые функции при оптимальных па-
раметрах принимают следующие значения:

( )* 0,3455;R
RG p =

 ( )* 0,0777;D
DG p =

( )* 0,3867;R
DG p =

 ( )* 0,3040.D
RG p =

Этап 5. Анализ системы с найденны-
ми фильтрами. Матричные операторы всей 
системы:

Спектральные характеристики выход-
ного сигнала, обусловленные воздействием 
полезного сигнала и помехи:

( )( )T
;mm nnXX R RR R R

R = +C A C C A

( )( )T
.mm nnXX R RR D D

D = +C A C C A
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Автокорреляционные функции, диспер-

сии и СКО выходного сигнала, обусловлен-
ные действием полезного сигнала и помехи:

 

На рис. 4 представлены графики СКО вы-
ходного сигнала с фильтром, построенным на 
основе равенства корреляционных функций 
выходного и эталонного процессов (фильтр 1) 
и на основе равенства дисперсий выходного 
и эталонного процессов (фильтр 2). В случае 
получения результата с недостаточной точ-
ностью, необходимо на этапе 4 задать более 
сложную структуру фильтра.

Предложенный подход к построению 
фильтров, основанный на методе матрич-
ных операторов, позволяет найти ДУ опти-
мальных фильтров, как для класса стацио-
нарных, так и нестационарных случайных 
процессов, причем нет ограничений и на 
стационарность объекта. Все это позволя-
ет широко использовать элементный базис 
аналоговой микроэлектроники для сборки 
синтезируемого устройства. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований и Правительства Ка-
лужской области (гранты № 14-48-03013, 
№ 16-41-400701).
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