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РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТА ГИДРАВЛИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
ТВЕРДЫХ ЧАСТИЦ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ
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Показано, что разброс опытных данных по величине коэффициента гидравлического сопротивления 
связан с использованием в качестве характерного размера эквивалентного диаметра частиц по объему, вме-
сто эквивалентного гидродинамического диаметра, определяемого по площади боковой поверхности части-
цы и её миделевому сечению. Для учета влияния несферичности частиц на величину коэффициента гидрав-
лического сопротивления вводится динамический коэффициент формы частицы, для определения которого, 
при различных режимах обтекания, используются три различные эмпирические зависимости. На основе 
анализа опытных данных и известных эмпирических зависимостей предложена единая обобщенная фор-
мула расчета коэффициента гидравлического сопротивления при свободном движении частиц произволь-
ной формы в процессе осаждения и при гидротранспортировании в виде взвеси. Полученная зависимость 
позволяет рассчитать коэффициент сопротивления сферы и частиц произвольной формы при ламинарном, 
переходном и турбулентном режимах обтекания твердых частиц. 
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It is shown that the scatter of experimental data on the value of the hydraulic drag coefficient is associated with 
using as the characteristic size of equivalent diameter of particles in the volume, instead of the equivalent hydrodynamic 
diameter determined by the area of the lateral surface of a particle and its mid-section. To account for the effect of non-
sphericity particles on the value of the hydraulic drag coefficient is entered, the dynamic shape factor of particles, for 
determining which, under different flow regimes using three different empirical relationships. Based on the analysis 
of the experimental data and the known empirical dependencies proposed unified generalized formula for calculating 
the hydraulic drag coefficient when the free motion of free-form particles in the process of deposition and while 
hydrotransportation in the form of suspension. The obtained dependence allows to calculate the drag coefficient of a 
sphere and free-form for laminar, transitional and turbulent flow regimes streamline of solid particles.
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Расчет коэффициента сопротивления 
при осаждении монодисперсных твердых 
частиц произвольной формы периодически 
обсуждается в современной научно-тех-
нической литературе см., например [4÷6,  
11, 12]. Как правило, исходными для после-
дующего анализа являются классические 
опытные данные по коэффициенту гидравли-
ческого сопротивления сферической частицы 
и цилиндра, приведенные, например, в [10].

В работе [5] отмечается, что согласно 
существующей классификации [8] частицы 
различной формы разделяются на три ос-
новных класса. 

1. Частицы, у которых все три измере-
ния имеют примерно одинаковую величину 
(сферы, правильные многогранники и т.п.). 

2. Частицы, имеющие в двух измерени-
ях значительно большую протяженность, 
чем в третьем (диски, чешуйки и т.п.).

3. Частицы протяженные в одном на-
правлении и имеющие сравнительно не-
большие размеры в двух других (призмы, 
иглы, волокна и т.п.).

При этом в [5] под эквивалентным (эф-
фективным) диаметром частицы понима-
ется диаметр сферической частицы, кото-
рая также взаимодействует с окружающей 
средой, как и рассматриваемая частица [7]. 
Уточним, что под понятием одинакового 
взаимодействия могут пониматься различ-
ные процессы. Например, в гидромеханике 
осаждения это скорость осаждения твердой 
частицы. При наличии процесса химиче-
ского реагирования материала частиц с ком-
понентами несущей среды одинаковое вза-
имодействие это масса прореагировавшего 
вещества, которая связана со временем пре-
бывания частиц в реакторе и реакционной 
поверхностью частиц. Поэтому понятие 
эффективного (эквивалентного) диаметра 
частицы произвольной формы определя-
ется результатом конкретных процессов её 
взаимодействия с окружающей средой, а не 
только её формой. 

Для учета влияния формы частицы на 
её гидравлическое сопротивление исполь-
зуется так называемый фактор (коэффици-



 ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 11, 2016 

287 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00) 
ент) формы частицы ψ, который опреде-
ляется как отношение поверхности сферы 
(Ss) к поверхности частицы (Sp) того объема 
(Vs = Vp), по формуле Ваделла [8, 9]:

( )2
s p v sS S d dψ = =

 (при условии, что Vs = Vp),  (1)
где Vs и Vp – объем сферы и частицы, соответ-
ственно; dv – диаметр сферы, имеющий тот 
же объем, что и частица; ds – диаметр сферы, 
имеющий туже боковую поверхность, что 
и поверхность частицы равного объема.

В иностранной литературе использует-
ся приведенное определение фактора фор-
мы частицы ψ. Величина обратная фактору 
формы 1ϕ = ψ  называется коэффициентом 
несферичности или угловатости. В оте- 
чественной литературе (см., например, [6]) 
иногда под понятием коэффициента формы 
или коэффициента несферичности частицы 
понимается обратная величина 1ξ = ψ . 

Поскольку при фиксированном объеме 
шар имеет минимальную поверхность, то 
величина ψ ≤ 1. При расчете эквивалентных 
диаметров, приведенных в табл. 1, предпола-
галось, что объем куба равен 1 единице объ-
ема; у параллелепипедов указано отношение 
ребер; у конуса диаметр основания равен 
высоте; у усеченного конуса диаметр ниж-
него основания равен 2 (единицам длины), 
а высота и диаметр верхнего основания рав-
ны 1 (единице); у прямоугольной пирамиды 
высотой 1 в основании квадрат со стороной 
1; и усеченной прямоугольной пирамиды вы-
сотой 1 в основании квадрат со стороной 1, 
а в верхнем основании квадрат со стороной 
0,5; у треугольной пирамиды высотой 1 в ос-
новании правильный треугольник со сторо-
ной 1; у усеченной треугольной пирамиды 
высотой 1 в основаниях правильные треу-
гольники со сторонами 1 и 0,5 [5]. 

В табл. 1 приведены значения эквива-
лентных диаметров для частиц простой гео-
метрической формы [5], дополненные рас-
четной величиной de.

Сила гидравлического сопротивления 
жидкости при обтекании частицы опреде-
ляется по стандартной формуле

( ) ( )( )2 2 22 4 2fm pm fv vF C S U C d U= ρ = π ρ , (2)
где Spm – поперечное (миделево) сечение 
частицы, то есть максимальное поперечное 
сечение перпендикулярное относительно 
направления движения частицы; Cfm – коэф-
фициент гидравлического сопротивления, 
отнесенного к диаметру dm; Cfv – коэффици-
ент гидравлического сопротивления, отне-
сенного к диаметру dv; U – скорость движе-
ния частицы; ρ – плотность жидкости.

При известном значении коэффициен-
та гидравлического сопротивления Cfm или 
Cfv расчет скорости свободного осаждения 
твердых частиц проводится путем прирав-
нивания силы гидродинамического сопро-
тивления (2) разности силы веса частицы 
и силы Архимеда. В работах [5, 11, 12], по 
умолчанию, предполагается, что для песчи-
нок выполняется условие dm = dv. Из дан-
ных приведенных в табл. 1, следует, что ве-
личина отношения (dm/dv), в зависимости от 
геометрической формы частиц, может быть 
как больше, так и меньше единицы. В рабо-
те [4] во всех случаях скорость осаждения 
рассчитывалась с использованием в вы-
ражении (2) величины Cfm. В работах [1, 
5, 6] прямо указывается, что площадь наи-
большего (миделевого) сечения частиц при-
нимается равной площади сферической 
частиц, определенной по величине dv. Для 
сравнительной оценки рассматриваемых 
методов расчета коэффициента гидравличе-
ского сопротивления вначале будем придер-
живаться представления, что dm ≈ dv.

Рассмотрим движение несфериче-
ских частиц при больших числах Рейноль-
дса. Как показывают опытные данные [2], 
в этом случае величина коэффициента ги-
дравлического сопротивления изменяется 
в небольших пределах, например для тел 
с острой кромкой (пластины: круглая, ква-
дратная, прямоугольная и т.п.) коэффициент 
гидравлического сопротивления находится 
в пределах 1,1÷1,3. 

Поскольку большей частью форма из-
мельченных твердых материалов весьма 
значительно отличается от сферической 
или цилиндрической, для расчета их коэф-
фициентов гидравлического сопротивления 
предлагались различные эмпирические за-
висимости. Так в работе [11] при перекачке 
водо-песчаных смесей использована следу-
ющая зависимость для коэффициента ги-
дравлического сопротивления Cfv

 ( )1 1/Re
nn n

fvC A B = +  , (3)
где Rev vUd v=  – число Рейнольдса, опре-
деленное по скорости движения (свободно-
го осаждения) частицы U и эквивалентному 
диаметру dv – диаметру сферической ча-
стицы, объем которой равен фактическому 
объему частицы произвольной формы; ν – 
кинематическая вязкость несущей жидко-
сти; A, B и n – постоянные, подбираемые из 
условия наименьшего расхождения с опу-
бликованными в литературе опытными дан-
ными. Результаты расчетов сравнивались 
также с шестью известными эмпирически-
ми зависимостями других авторов, предло-
женными в 1954–1993 гг.
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Из приведенных в работе [11] данных 
следовало, что при низком значении чис-
ла Rev, когда вторым членом в квадратных 
скобках в правой части формулы (3) мож-
но пренебречь, принято значение A = 34. 
В другом предельном случае при высоком 
значении числа Rev >> 1, когда можно пре-
небречь первым членом в квадратных скоб-
ках в правой части формулы (3), принято 
значение B = 1, хотя в анализируемых дан-
ных среднее значение B = 1,1. Величина по-
казателя степени n = 1,5. Используя указан-
ные значения эмпирических постоянных, 
в [11] получено следующее выражение:

 ( )
3 22 332 Re 1fv vC  = +  . (4) 

В работе [4], в дополнение к эквивалент-
ным диаметрам dv, ds и dm для частиц про-
извольной формы, вводился эквивалентный 
гидродинамический диаметр частицы de 
 ( )2 3,e s md d d= +  (5)
который используется для вычисления чис-
ла Рейнольдса Ree eUd v= . Последнее со-
отношение (5) обосновывается тем, что 
в случае сферической частицы две трети об-
щего гидравлического сопротивления опре-
деляются силой гидравлического трения 
о внешнюю поверхность частицы, а одна 
треть определяется разностью силы давле-
ния в лобовой и в кормовой областях сфе-
рической частицы, то есть перепадом дав-

ления в плоскости медианного сечения. Во 
всех случаях сила сопротивления не отлича-
лась более чем на 8 % от точных численных 
значений, что подтверждало приемлемость 
сформулированного выше подхода [4].

Для коэффициента гидравлического со-
противления используется интерполяцион-
ная зависимость [4]

 ( )24 Re 53 32 Re 0,44fm e eC = + + + . (6)

Последнее выражение при Ree ≤ 2×104 со-
гласуется с экспериментальной зависимостью 
для коэффициента гидравлического сопро-
тивления шара с погрешностью менее 5 % [3]. 

В работе [12] значения эмпирических 
коэффициентов A, B и n, входящих в выра-
жение (3), также подбирались путем анализа 
опытных данных частиц двух видов: сфер 
и песчинок. В табл. 2 приведен диапазон ис-
пользуемых значений этих величин по дан-
ным девяти опубликованных источников. 

Далее использовалось выражение (3), 
в котором значения коэффициентов A, B и n 
подбирались и сравнивались с опытными 
данными и расчетами по эмпирическим за-
висимостями других авторов, опубликован-
ными в 1993–2005 гг. По результатам такого 
сопоставления было получено, что зависи-
мость (1) при A = 32,2, B = 1,17 и n = 1,75 
обеспечивает лучшее соответствие с опыт-
ными данными, в сравнении с зависимостя-
ми других авторов. В окончательном виде 

Таблица 1
Значения эквивалентных диаметров частиц

Эффективный диаметр dv ds dm de ψ ψm

Формула (6Vp/π)1/3 (Sps/π)1/2 (4Spm/π)1/2 (2ds + dm)/3 (dv/ds)
2 (dm/dv)

2

Ф
иг

ур
а

Шар 1 1 1 1 1 1
Куб 1,241 1,382 1,128 1,297 0,806 0,827

Параллелепипед 1×2×1 1,563 1,784 1,596 1,721 0,768 1,043
Параллелепипед 1×2×2 1,969 2,257 1,596 2,037 0,762 0,657

Конус 0,794 0,899 1,000 0,933 0,779 1,586
Цилиндр 1,145 1,225 1,000 1,150 0,874 0,762

Усеченный конус 1,518 1,711 2,000 1,988 0,787 0,753
Прямоугольная пирамида 0,860 1,015 1,128 1,053 0,718 1,706

Усеченная прямоугольная пирамида 1,037 1,176 1,128 1,160 0,778 1,183
Треугольная пирамида 0,651 1,598 0,743 1,313 0,166 1,303

Усеченная треугольная пирамида 0,784 2,048 0,743 1,613 0,236 0,898

Таблица 2
Значения диапазона коэффициентов в (3) по данным [12] 

№ п/п Форма частицы A B n
1 Сфера 21,4–30,6 0,36–0,40 2,0
2 Произвольная (песчинки) 24,0–34,1 1,0–1,50 1,0–1,5
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выражение для коэффициента гидравличе-
ского сопротивления записывается как 

 ( )
1,751 1,75 1 1,7532,2 Re 1,17fv vC  = +  . (7)

Сопоставление с опытными данными 
по скорости свободного осаждения пес-
чаных частиц показало, что расхождение 
между расчетными и опытными значения-
ми скорости составляет ± 25 % [12], то есть 
достаточно значительно.

В работе [6], при анализе влияния не-
сферичности частиц на коэффициент ги-
дравлического сопротивления, автор ис-
пользует выражение
 0 ;fv f vC C= Γ × ,  (8)
где Γ – динамический коэффициент формы, 
зависящий от фактора формы частицы ψ, 
а Cf0v – зависимость коэффициента сфери-
ческой частицы от числа Рейнольдса, в ка-
честве которой используется выражение

 .  (9)

Отметим, что для сферических частиц 
dm = dv, а значит, Cf0m = Cf0v. 

Выполненный автором [6] анализ пока-
зал, что при небольших числах Рейнольдса 
величина Γ может рассчитываться по зави-
симости

 ( ) ( )1 1 0,348 1 1Γ ψ = + ψ − . (10)
Сравнение зависимости (10) с эмпири-

ческими зависимостями других авторов [6], 
показало, что в (10) не учтено влияние 
числа Рейнольдса. Однако приведенный 
разброс экспериментальных данных вели-
чин динамического коэффициента формы 
0,6 ≤ Γ1 ≤ 1,4 (± 40 % от 1) при малых числах 
Рейнольдса 7×10-7 < Rev < 7×10-1 настолько 
велик, что не позволяет сделать вывод о на-
личии зависимости Γ1 от числа Рейнольдса.

При достаточно больших числах Рейноль-
дса Rev = 2×103÷2×105 величина Γ может рас-
считываться по линейной зависимости

 ( ) ( )2 10 9Γ ψ = − ψ . (11)
Эмпирические зависимости других ав-

торов при Rev = 105 согласуются с расчетом 
по формуле (11) [6]. Для проведения расчета 
динамического коэффициента формы в пе-
реходной и квадратичной областях сопро-
тивления, в качестве первого приближения, 
рекомендуется следующая совокупность 
соотношений. При Rev < 0,2 рекомендуется 
использовать формулу (10). При Rev > 1162 
рекомендуется использовать формулу (11). 
В промежуточной области чисел Рейноль-
дса 0,2 ≤ Rev ≤ 1162 рекомендуется следую-
щая зависимость

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,44
3 1 2 1,Re Re 0,2 1162,8v vΓ ψ = Γ ψ + Γ ψ − Γ ψ   −     .  (12)

На рис. 1 показана зависимость динами-
ческого коэффициента формы Γ от числа Рей-
нольдса частиц песка в линейной, переходной 
и квадратичной областях сопротивления, рас-
считанная по формуле (12). В расчетах при-
нято, что для частиц песка ψ = 0,813. Здесь 
же нанесены опытные значения Γ(ψ, Rev), 
которые приведены в работе [6]. Сравнение 
опытных и расчетных данных показывает, что 
расхождение между ними не превышает 36 %.

Покажем, что аналогичный результат 
может быть получен без привлечения до-

полнительной эмпирической зависимости 
(12). Используя выражение (6), в соответ-
ствии с определением динамического коэф-
фициента формы Γ по формуле (5) и при-
влекая выражение (10) для области малых 
чисел Рейнольдса и выражение (11) для об-
ласти переходного и квадратичного режима 
сопротивления, запишем

 ( ) 0,Rev fm f mC CΓ ψ = ,  (13)

где 

 ( ) ( ) ( ){ }1 224 Re 53 32 Re 0,44fm v vC =  + +  Γ ψ + Γ ψ  ;  (14) 

 ( ){ }0 24 Re 53 32 Re 0,44f m v vC =  + +  +  .  (15)
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Сравнение опытных и расчетных по 
формуле (13) данных, представленное на 
рис. 1, показывает, что расхождение между 
ними несколько уменьшается по сравнению 
с расчетом по формуле (12).

Проведем сравнение значений коэффи-
циентов гидравлического сопротивления, 
рассчитанных по формулам (4), (7), сово-
купности формул (9)÷(12) и формуле (14). 
Для расчетов по последним формулам не-
обходимо задание фактора формы части-
цы ψ. Анализ, проведенный в работе [6], 
показал, что точное численное значение 
ψ – достаточно неопределенная величина. 
Например, для зернистого (неокатанного) 
песка ψ = 0,667. Отметим, что то же зна-
чение ψ имеется у треугольной пирамиды 
с определенным соотношением сторон 
треугольника в основании и высотой пи-
рамиды (см. табл. 1). В других условиях, 
возможно связанной с особенной формой 
песчинок, получено, что ψ = 0,521 [6]. 
Последнее значение не соответствует ни 
одному из видов частиц рассмотренных 
в табл. 1. Поэтому в расчетах было приято 
значение ψ = 0,667.

На рис. 2 показаны четыре расчетные 
кривые, рассчитанные по формулам: (4) – 1, 
(7) – 2, (9)÷(12) – 3 и (14) – 4. Можно кон-
статировать, что расхождения от среднего 
между расчетными зависимостями не пре-
вышают 10 %, что представляется непло-

хим результатом. Первые две зависимости 
являются чисто эмпирическим. В методе 
расчета, изложенном в работе [6], использу-
ется пять эмпирических зависимостей. При 
расчете по формуле (14) используются три 
эмпирические зависимости (6), (9) и (10), 
причем приемлемость формулы (6) была 
ранее подтверждена на обширном экспери-
ментальном материале по осаждению моно- 
и полидисперсных частиц несферической 
формы и различной плотности при свобод-
ном и стесненном осаждении с объемным 
содержанием твердой фазы до 0,5 [3]. До-
полнительно на рис. 2 нанесена кривая, рас-
считанная для частиц сферической формы 
по формуле (6). Из графиков видно, что за-
висимость (14) позволяет рассчитывать ко-
эффициент гидравлического сопротивления 
как шара зависимости (14) при (ψ = 1), так 
и тел произвольной формы. 

Из формулы (2) следует, что

 ( )2
fv fm m vC C d d= . (16)

Для расчета величины Cfm можно ис-
пользовать выражение (14). Если пред-
варительно исключить из рассмотрения 
частицы имеющие форму конуса, прямоу-
гольной пирамиды и параллелепипеда со 
сторонами 1×2×2, как маловероятные, ве-
личина отношения ( )2

m vd d  по данным, 
приведенным в табл. 1, находится в преде-

Рис. 1. Зависимость динамического коэффициента формы от числа Рейнольдса частиц песка  
в переходной и квадратичной области сопротивления
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лах ( )20,753 1,303m vd d≤ ≤ . В этом случае 
практически все расчетные значения коэф-
фициента гидравлического сопротивления, 
определяемые зависимостью (16), и опыт-
ные значения находятся в пределах, не 
превышающих 36 % от среднего значения  
при ( )2 1m vd d = . 

Возможно также использование зависи-
мости подобной (14), в которой отсутствуют 
эмпирические зависимости для Γ1(ψ) и Γ2(ψ). 
Проведем расчет коэффициента гидравличе-
ского сопротивления с использованием вы-
ражений (2), (5) и (6). Конечное выражение 
для величины Cfv представим в виде

Рис. 2. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от числа Рейнольдса

 ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 224 Re 53 32 Re 10 9 0,44 10 9fv e e mC =  + +  − ψ + − ψ ψ  .  (17) 

В соответствии с выражением (5), связь 
между числами Рейнольдса Ree и Rev опре-
деляется соотношением
 ( )Re Ree e v vd d= . (18)

В выражении (17) множитель ψm =(dm/dv)
2 

учитывает, что площадь миделева сечения 
частицы отличается от диаметра поперечно-
го сечения шара, равного по объему частице. 
Как показали поверочные расчеты, попра-
вочная функция (11), представленная в виде 
степенной зависимости (10 – 9×ψ)n при раз-
личных показателях степени n = 1/2 и 3/2 мо-
жет использоваться в качестве поправочного 
коэффициента для расчета коэффициента ги-
дравлического сопротивления как при малых 
числах Рейнольдса, так и при больших числах 
Рейнольдса соответственно. 

На рис. 2 видно, что зависимость, рас-
считанная по формуле (17), фактически 
близка к «среднему» значению, коэффици-
ента гидравлического сопротивления, по 
отношению к другим зависимостям, что по-

зволяет рекомендовать её для использова-
ния в инженерных расчетах. В расчетах ис-
пользовались величины, характеризующие 
частицы кубической формы (см. табл. 1) 
dv = 1,241; ds = 1,382; dm = 1,128; de = 1,297; 
ψ = 0,806 и ψm = 0,827, которые, как пред-
ставляется, по геометрической форме наи-
более близки к частицам песка. 

Проведенный анализ показал следующее. 
Причиной значительного разброса 

опытных данных и их значительное отличие 
от расчетных значений, в том числе, и эмпи-
рических зависимостей, связано с тем, что 
в качестве характерного размера использу-
ется эквивалентный диаметр dv. 

При свободном обтекании частиц число 
Рейнольдса определяется величиной эф-
фективного гидравлического диаметра de. 

Учет этих факторов позволил получить 
новую эмпирическую зависимость (17) для 
расчета коэффициента гидравлического 
сопротивления твердых частиц произволь-
ной формы.
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