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Настоящая статья посвящена разработке математической модели, описывающей тепловое состояние 
и процесс кристаллизации заготовки прямоугольного поперечного сечения в процессе её вытяжки из гори-
зонтальной машины полунепрерывного литья заготовок (ГМПЛЗ). В разработанной модели были учтены те-
плофизические свойства разливаемого цветного металла, его температура на входе в кристаллизатор, режим 
охлаждения заготовки в графитовом кристаллизаторе при наличии медного водоохлаждающего устройства. 
Кроме того, учитывалась асимметрия теплопередачи от верхней и нижней частей слитка в кристаллизатор, 
возникающая за счет усадки слитка и особенностей конструкции горизонтального кристаллизатора. Раз-
работанная математическая модель позволяет определить для затвердевающей заготовки, как изменяются 
по времени: температурное поле затвердевающего слитка при различных технологических режимах работы 
ГМПЛЗ; границы твердой – двухфазной и жидкой – двухфазной областей; изменение толщины заготовки 
в процессе усадки материала слитка.
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This article is dedicated to the development of a mathematical model that describes thermal state and the 
process of crystallization of a blank rectangular in shape during its extraction from horizontal semi-continuous 
casting machine. By development of the model the thermal properties of the cast nonferrous metal, its temperature 
at the inlet of the mold, cooling conditions in the graphite mold having a copper water-cooled device were taken into 
account. Moreover, the asymmetry of a heat transfer from the upper and lower parts of the crystallizing ingot was 
considered, which arises due to the shrinkage of the ingot and specifi c design of the horizontal mold. The developed 
mathematical model allows to determine how the following aspects are changing over the time: temperature fi eld 
of crystallizing ingot at different technological modes of horizontal semi-continuous casting machine; frontiers of 
solid/two-phase and liquid/two-phase fi elds; ingot thickness change during shrinkage of ingot material. 
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Разрабатываемая математическая мо-
дель предназначена для изучения теплово-
го состояния кристаллизующейся заготовки 
прямоугольного сечения в горизонтальной 
машине полунепрерывного литья заготовок 
(ГМПЛЗ), в качестве которого используется 
сплав 960 пробы серебра [1, 7].

Рассмотрим кристаллизатор ГМПЛЗ 
для отливки прямоугольного сечения 
[2, 8]. Особенностью его конструкции яв-

ляется наличие нижней и верхней частей 
для графитового кристаллизатора и мед-
ного охлаждающего устройства (рис. 1). 
Основные геометрические размеры гра-
фитового кристаллизатора показаны на 
рис. 2, а медного охладителя – на рис. 3 
[3]. Для получения отливки прямоу-
гольного сечения 200×20 мм использу-
ется графитовый кристаллизатор и мед-
ный охладитель.
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Рис. 1. Общий вид ГМПЛЗ для получения заготовок прямоугольного сечения (а) 
и графитовый кристаллизатор с медным охладителем (б): 

1 – верхняя часть охлаждающего устройства; 2 – нижняя часть охлаждающего устройства; 
3 – верхняя часть графитового кристаллизатора; 4 – тигель; 5 – теплоизолятор; 6 – расплав

Рис. 2. Основные размеры ГМПЛЗ 

Известно, что в жидкой фазе (жидком 
ядре слитка) тепло переносится не толь-
ко теплопроводностью, но и конвекцией, 
например по данным работ по изучению 
теплового состояния слитка в кристалли-
заторах МНЛЗ [4–6]. Причинами этого 
являются естественная конвекция пере-
гретого расплава, перемешивание распла-

ва струей подаваемого жидкого металла, 
электромагнитные и другие воздействия 
на жидкое ядро слитка. Движение распла-
ва в незатвердевшей части слитка суще-
ственно усложняет расчет затвердевания 
слитка, поскольку для корректного учета 
явлений тепло- и массопереноса в жидкой 
фазе необходимо, наряду с уравнением те-
плопроводности, принимать во внимание 
систему уравнений движения жидкости 
и неразрывности [4].

Упрощение задачи достигается при вве-
дении эффективного коэффициента тепло-
проводности жидкой фазы λэф, значение 
которого увеличено по сравнению с коэф-
фициентом молекулярной теплопроводно-
сти λж в определенное число раз:

λэф = εкλж,
где εк – коэффициент конвекции, зависящий 
от интенсивности движения расплава. Вви-
ду низкой начальной скорости струи метал-
ла в ГМПЛЗ принимаем εк = 1–2 [4]. Таким 

Рис. 3. Основные размеры медного охлаждающего устройства
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образом, эффективная теплопроводность 
жидкой фазы может превышать теплопро-
водность неподвижной фазы. Возрастание 
эффективной теплопроводности в жидком 
металле при его перемешивании приводит 
к увеличению теплоотдачи на фронте фазо-
вого перехода, разогреву твердой фазы и со-
ответственному увеличению теплоотдачи 
на поверхности слитка. 

При работе в установившемся режиме 
рассматриваемый графитовый кристаллиза-
тор ГМПЛЗ в разных точках имеет темпера-
туру от 100 до 600 °С. Для этого диапазона 
температур для теплопроводности λ^ полу-
чено уравнение линейной регрессии:

λ(t) = 127,28 – 0,11657t, Вт/(м К), 
где λ^ – коэффициент теплопроводности для 
графита в направлении перпендикулярном 
прессованию.

С его использованием среднеинтеграль-
ное значение теплопроводности в этом диа-
пазоне температур составляет

Известно, что серебро и его сплавы мож-
но отливать при температуре всего лишь на 
50 градусов выше температуры ликвидуса. 
Скорость разливки или скорость вытяжки 
в общем случае зависит от ширины заготов-
ки, температуры расплава на входе в кри-
сталлизатор и свойств металла. Основным 
фактором, определяющим скорость раз-
ливки, является толщина твердой корки на 
выходе из кристаллизатора. Скорость воды 
в каналах в общем случае зависит от шири-
ны a, толщины b заготовки и скорости раз-
ливки v (таблица).
Основные допущения и ограничения 

математической модели 
Задачу затвердевания заготовки решаем 

в декартовой системе координат. За начало 

отсчета принимаем середину нижней сто-
роны прямоугольника вертикального сече-
ния внутреннего канала кристаллизатора, 
проходящего через ось тигля. Расположе-
ние осей координат и направление движе-
ния слитка  показано на рис. 4. Видно, что 
в общем случае областью моделирования 
тепловых процессов является параллелепи-
пед ABCDA′B′C′D′.

При разработке математической модели 
теплового состояния слитка были приняты 
следующие допущения и ограничения: 

1. Принимаем, что температура в дан-
ной точке слитка в стационарном режиме 
разливки не зависит от времени (в систе-
ме отсчета, связанной с Землей), то есть 
рассматриваем квазистационарный те-
пловой режим.

2. Считаем, что температура существен-
но меняется вдоль осей x и z. Дело в том, 
что толщина слитка b существенно мень-
ше его ширины a, конструкция кристалли-
затора и охладителя такова, что охлажде-
ние более интенсивное со стороны граней 
BB′C′C и AA′D′D (рис. 3 и 4). Граничные 
условия на боковой грани ABCD такие же, 
как на A′B′C′D′, то есть наблюдается сим-
метрия температурных полей относительно 
плоскости EFGH, в которой dT/dy = 0. Для 
достижения поставленных задач моделиро-
вания с целью упрощения принимается dT/
dy << dT/dx. Рабочей областью моделиро-
вания теплового состояния слитка является 
прямоугольник EFGH.

3. Для затвердевания жидкого ме-
талла используется квазиравновесная 
модель, при этом считается, что в двух-
фазной зоне отсутствует диффузионное 
переохлаждение.

4. В зоне охлаждения медным охладите-
лем на его границе с графитовым кристал-
лизатором принимаем среднее значение 
коэффициента теплоотдачи, зависящего от 
конструкции охладителя и параметров ох-
лаждающей воды.

 Основные технологические параметры процесса вытяжки слитка из ГМПЛЗ

№ 
п/п Наименование величины Обозначе-

ние
Единица 
измерения Величина

1 Перегрев расплава на выходе из плавильного тигля над 
точкой ликвидус ΔT0 °С 50100

2 Температура расплава на выходе из плавильного тигля T0 = Tl + ΔT0 °С 9201020
3 Скорость разливки v см/мин 1020
4 Температура охлаждающей воды tв °С 25
5 Скорость воды в каналах Wв м/c 14



ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 10, 2016

309ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00)

Рис. 4. Область моделирования 
теплового состояния слитка и выбранная декартовая система координат

5. Считаем, что в направлении оси Oz 
тепло передается только конвекцией. Пока-
жем это. Определяющим для соотношения 
роли конвекции и теплопроводности явля-
ется число Пекле:

 

где Δz – характерный размер вдоль движе-
ния, где наблюдается градиент темпера-
тур dT/dz, это расстояние можно оценить 
как Lk ≈ 330 мм = 0,33 м; Wz = v – скорость 
разливки.

Минимальная скорость разливки 
Wz = v = 10 см/мин = 16,6∙10–4 м/с, коэффи-
циент температуропроводности для твер-
дой фазы вблизи Ts равен a = 1,22∙10–4 м2/c. 
При этих условиях Pe ≈ 5. Известно, что 
при Pe > 1 можно пренебречь распростране-
нием тепла за счет теплопроводности. Это 
означает, что если выбрать любые две точки 
1 и 2, имеющие одинаковые координаты x, y 
и разные координаты z (z2 > z1), то темпера-
тура второй точки зависит от температуры 
первой, а температура первой не зависит от 
второй при выбранном направлении движе-
ния слитка (рис. 4).

Математическая модель теплового 
состояния слитка

В основе математической модели те-
плового состояния слитка лежит нелиней-
ное уравнение теплопроводности, которое 
дополняется начальными и граничными 
условиями; при этом учет теплоты затвер-
девания производится с помощью квазирав-
новесной теории двухфазной зоны.

Согласно первому и второму допущени-
ям распределение температуры в затверде-
вающем слитке в системе отсчета, связан-
ной с Землей, описывается стационарным 
уравнением энергии с учетом внутреннего 
источника тепла:

  (1)

Выделим в двухфазной зоне слитка 
контрольный объем V0 и введем в рассмо-
трение относительное количество твердой 

фазы  – отношение объема, занимае-

мого твердой фазой, к полному объему вы-
деленного элемента двухфазной зоны (доля 
твердой фазы). Параметр ψ для жидкой 
фазы равен нулю  для полностью 
затвердевшей части слитка равен единице

 и для двухфазной зоны изменяет-
ся от нуля до единицы, Ts, Tl – температура 
солидуса и ликвидуса материала заготовки 
соответственно [4].

Будем полагать, что функция источника 
тепла qv(x, y, z, τ) прямо пропорциональна 
локальной скорости затвердевания расплава 

, причем удельная тепло-

та плавления L играет роль коэффициента 
пропорциональности.
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Рассмотрим тепловое состояние тела 

в системе координат, связанной с произ-
вольным сечением заготовки, движущимся 
вместе со слитком. Учитывая соотношение 

, получим

  (2)

Скорость затвердевания расплава 
 в уравнении (2) в общем случае 

определяется закономерностями роста 
кристаллов в переохлажденном расплаве. 
Однако в настоящее время закономерности 
зарождения и роста кристаллов для боль-
шинства металлов и сплавов изучены не-
достаточно полно. В связи с этим скорость 
затвердевания расплава определяется на 
основе гипотезы о квазиравновесном про-
текании процесса затвердевания [4]. Со-
гласно этой гипотезе, если кристаллизация 
сплава идет довольно медленно, то есть 
полностью протекают процессы диффузи-
онного обмена примесью между жидкой 
и твердой фазами, а также внутри самих 
фаз, то соблюдается равновесный процесс 
кристаллизации сплава и относительное 
количество твердой фазы, находящейся 
в равновесии с жидкостью при температу-
ре T, может быть определено из диаграммы 
состояния сплава по правилу рычага.

В наиболее простом случае сечение 
твердой фазы ψ определяется кусочно-не-
прерывной функцией, график которой пред-
ставлен на рис. 5.

  (3)

Рис. 5. Вид функции относительного 
содержания твердой фазы ψ(T)

В этом случае темп кристаллизации 
сплава внутри интервала от Tl до Ts является 
постоянной величиной, равной

  (4)

С учетом допущения о возможности 
пренебречь распространением тепла за счет 
теплопроводности в направлении Oz и ис-
пользуя подстановку

уравнение (2) можно записать как

 

или более подробно

  (5)

где  Cэ, λ, ρ – эффективная те-
плоемкость, теплопроводность и плотность 
материала затвердевающего слитка. 

Эффективная теплоемкость, теплопро-
водность и плотность материала затверде-
вающего слитка представляются кусочно-
непрерывными функциями [5 ]:

  (6)

  (7)

  (8)
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Для решения краевой задачи уравнение 

(5) необходимо дополнить начальным и гра-
ничными условиями.

Начальное условие определяет темпера-
турное поле расплава в начальный момент 
времени на выходе из плавильного тигля 
(при τ = 0, 0 < x < b)
 T(x, 0) = T0 = TL + ΔT0. (9)

На сторонах FG и EH слитка (рис. 4), 
находящихся в контакте с рабочей стенкой 
кристаллизатора, задаются следующие гра-
ничные условия.

Для определения граничного усло-
вия при теплоотдаче от затвердевающей 
жидкости использовался метод конечных 
объемов. Для элемента объема, имеюще-
го форму параллелепипеда f Δx, лежащего 
вблизи поверхности охлаждающей стенки 
площадью f, должно выполняться условие 
теплового баланса. Количество отводимого 
тепла кристаллизатором q при температуре 
металла выше Ts равно количеству тепла 
фазового перехода, описываемого эффек-
тивной теплоемкостью элемента объема 

, и количеству тепла, передан-
ного из объема расплава . 

Исходя из этого граничные условия: 
для x = b, z = τ∙v

при T > Ts, 

при T ≤ Ts,

  (10)

для x = 0, z = τ∙v
при T > Ts,

при T ≤ Ts, 

  (11)

где qup(z), qdn(z) – тепловые потоки в кри-
сталлизатор с верхней и нижней поверхно-
стей слитка.

Таким образом, полученные уравнения 
(5)–(11) составляют математическую мо-
дель теплового состояния слитка в ГМПЛЗ. 

В результате проведенной работы раз-
вита математическая модель, описывающая 
тепловое состояние и процесс кристалли-
зации заготовки из драгоценного сплава, 
отливаемого на ГМПЛЗ небольшой произ-
водительности и позволяющая определить 
для затвердевающей заготовки, как изменя-
ется по времени температурное поле слитка 
при различных технологических режимах 
работы ГМПЛЗ.
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