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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СМЕШАННОГО УРАВНЕНИЯ 
В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ
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В работе сформулирована и исследована краевая задача для смешанного уравнения второго порядка 
в ограниченной области с локальными краевыми условиями. На линии изменения типа уравнения примене-
ны разрывные условия сопряжения для следа функции и следа производной. В качестве основного метода 
доказательства разрешимости поставленной задачи был использован метод конечных интегральных преоб-
разований. При этом вопрос разрешимости задачи был эквивалентно редуцирован к вопросу разрешимости 
обыкновенных дифференциальных уравнений в соответствующих частях смешанной области. В частности, 
в области параболичности исходного уравнения было получено обыкновенное дифференциальное урав-
нение первого порядка, решение которого представлено в виде комбинации общего решения однородного 
уравнения и частного решения неоднородного. Определив коэффициенты в полученных общих интегралах 
дифференциальных уравнений, решение исследуемой задачи можно найти после применения обратного ин-
тегрального преобразования.
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The paper was formulated and studied a mixed boundary value problem for second-order equations in a bounded 
domain with local boundary conditions. In the Line of changing the type of equation used explosive coupling 
conditions for the following functions and the following derivatives. As the main method of proof of the solvability 
of the problem, we used the method of integral transformations. At the same time, the question was equivalent 
to the solvability of the problem is reduced to the question of the solvability of ordinary differential equations in 
the relevant parts of the mixed area. In particular in the fi eld of parabolic initial equation was obtained ordinary 
differential equation of the fi rst order, the solution of which is represented by a combination of the general solution 
of the homogeneous equation and a particular solution of inhomogeneous. Determine the coeffi cient obtained in 
the general integrals of differential equations, the solution of the problem can be found after the application of the 
inverse integral transform.
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Исследование разрешимости крае-
вых задач для уравнений в частных про-
изводных является одним из основных 
разделов обширной теории дифференци-
альных уравнений. Особое место в подоб-
ных исследованиях занимают задачи для 
смешанных и смешанно-составных урав-
нений. Это обусловлено непосредствен-
ными связями уравнений смешанного 
типа с теорией интегральных уравнений, 
теорией интегральных преобразований 
и специальных функций, а также их при-
кладной значимостью в математической 
физике и биологии.

В настоящей работе в ограниченной 
односвязной области исследована клас-

сическая краевая задача для линейного 
неоднородного смешанного уравнения 
с переменными коэффициентами. Поми-
мо классических краевых условий в по-
становке использованы разрывные усло-
вия сопряжения на линии изменения типа 
уравнения и условия согласования. Дока-
зательство разрешимости задачи проведе-
но методом конечных интегральных пре-
образований.

Постановка задачи

В области Ω = {z: 0 < x < ℓ, –t2 < t < t1} 
евклидовой плоскости точек z = (x, t) рас-
смотрим уравнение

  (1)
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где ℓ, t1, t2 – const > 0, ai, bi, ci, di – достаточно 
гладкие функции (i = 1, 2).

Введем обозначения: 
J = {z: 0 < x < ℓ, t = 0}, 

Ω1 = Ω  (t > 0);     Ω2 = Ω  (t < 0);

    
причем i = 1 если t → 0+; i = 2 если t → 0–.

Для уравнения (1) в области Ω исследо-
вана следующая

Задача A. Найти регулярное в Ω1  Ω2 
решение u(x, t) уравнения (1) из класса

удовлетворяющее краевым условиям
 u(0, t) = φ1(t); u(ℓ, t) = ψ1(t), t ≥ 0;  (2)

 u(0, t) = φ2(t); u(ℓ, t) = ψ2(t), t ≤ 0;  (3)

 u(x, t1) = f1(x); u(x, –t2) = f2(x), 0 ≤ x ≤ ℓ; (4)
условиям сопряжения

  

  (5)
и условиям согласования

f1(0) = φ1(t1);     f1(ℓ) = ψ1(t1); 
φ1(0) = α1 + α2∙φ2(0);    ψ1(0) = α1 + α2∙ψ2(0);

f2(0) = φ2(–t2);     f2(ℓ) = ψ2(–t2), 
где φi, ψi, fi – заданные функции из C1, 
а αi, βi – заданные постоянные, такие, что 
α2∙β2 ≠ 0.

Доказательство разрешимости зада-
чи А проведем методом конечных инте-
гральных преобразований, по аналогии 
с работами [3, 8, 7].

Заметим, что краевые задачи в харак-
теристических и прямоугольных областях 
для уравнений, представляющих частный 
случай уравнения (1), исследовались в ра-
ботах [1, 2, 4, 5, 6].

Для сформулированной задачи необхо-
димо рассмотреть следующие случаи:

1) ai(t) ≠ 0;
2) ai(t) = 0;
3) a1(t)a2(t) = 0, но 
Легко видеть, что в случаях (2) и (3) оба 

или одно из условий (4) являются переопре-
деляющими задачу. 

В настоящей работе рассмотрим более 
подробно последний случай.

Пусть, например, a1(t) = 0, а a2(t) ≠ 0. 
Тогда уравнение (1) в области Ω1 является 
уравнением параболического типа и прини-
мает вид:

Далее проведем ряд преобразований 
пренебрегая первым из условий (4).

Применяя к последнему равенству ко-
нечное синус-преобразование Фурье [9]:

  

 n = 1, 2, ... (6)
по переменной x на отрезке [0, ℓ] к уравне-
нию (1) при t > 0, будем иметь

    

где u1 = u1n(t) – результат преобразования функции u(x, t) в Ω1.
Подставляя полученные выражения в уравнение (6), приходим к параметрическому 

обыкновенному дифференциальному уравнению
   (7)

Здесь                

 – результат преобразования функции d1(x, t).
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Аналогично при t < 0 получим

   

 

где u2 = u2(t) – результат преобразования 
функции u(x, t) в Ω2,

Подставляя полученные соотношения 
в уравнение (1) при t < 0, приходим к следу-
ющему уравнению:
   (8)

Здесь

    

 

δ2 = δ2(t) – результат преобразования функ-
ции d2(x, t).

Точно так же из (5) будем иметь

  (9)

Далее, проинтегрируем уравнения (7), 
(8). Если b1(t) = 0, то u1(t) сразу определяет-
ся из (7), в противном случае, как известно 
(например [10]), общее решение уравнения 
(7) имеет вид
  (10)
где γ1 – произвольная постоянная; F1(t) – 
общее решение соответствующего одно-
родного уравнения; F2(t) – частное решение 
неоднородного уравнения.

Общее решение уравнения (7) может 
быть представлено в виде [2, с. 115]:
   (11)
где γ2, γ3 – произвольные постоянные; Φ1(t) – 
частное решение неоднородного уравнения; 
Φ2(t), Φ3(t) – линейно независимые решения 
соответствующего однородного уравнения.

Из (10) и (11), с учетом (9), а также при-
нимая во внимание (4), получим систему 
линейных алгебраических уравнений отно-
сительно постоянных γ1, γ2, γ3:

  (12)

где  – результат преобразования функции f2(x).
Таким образом, вопрос однозначной разрешимости задачи (1)–(5) редуцирован к во-

просу разрешимости системы (12). Применяя обратное преобразование [9]:

к функциям u1, u2, получим решение задачи (1)–(5) в областях Ω1, Ω2 в виде соответствую-
щих рядов Фурье.
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В заключение отметим, что случаи (1) 

и (2) исследуются аналогично.
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