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Модель Гомпертца – Мейкхама основана на предположении об износе в терминах идеализированной 
так называемой «жизнеспособности», но она не отвечает наблюдаемому явлению многостадийности ста-
рения. В частности, она не учитывает явлений онтогенетических перестроек. После каждого из таких мо-
ментов наблюдается период повышенной смертности. Например, повышенная детская смертность или для 
момента наступления климактерической паузы – соответствующий им подъем смертности. Настоящая рабо-
та посвящена построению математической модели, частично объясняющей закономерность возникновения 
стадий процесса старения. Основным предположением является гипотеза, что для компенсации метаболи-
ческой недостаточности реализуется компенсаторная глобальная адаптивная перестройка, обеспечивающая 
на последующей стадии полноценное функционирование в рамках новой стадии. Таким образом, каждая 
структурная перестройка должна обеспечить возможность системе устойчиво функционировать, как можно 
дольше «обходясь» без очередного изменения структуры. Решается задача об оптимизации выбора моментов 
смены стадий в форме нахождения компромисса: за каждую смену стадий приходится «платить» временным 
увеличением смертности, обусловленным локальной дезадаптацией. При этом каждая такая смена стадий 
обуславливает возникновение нового устойчивого режима функционирования, устраняя дезадаптацию, 
сформировавшуюся в результате накопившегося износа, старения. 
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Gompertz-Makeham model based on the assumption that the deterioration in terms of an idealized «viability», 
but it does not respond to the observed phenomenon of multistage aging. In particular, it does not account for the 
phenomena of developmental transformations. After each of these moments there is a period of increased mortality. 
For example, increased infant mortality or the occurrence of climacteric pause – corresponding rise in mortality for 
this. The present work is devoted to the construction of a mathematical model, partly due to a pattern of occurrence 
of the stages of the aging process. The basic assumption is the following hypothesis is that failure to compensate for 
the metabolic implemented compensatory adaptive global restructuring, providing at a later stage in the framework 
of the full functioning of the new stage. Thus, each structural adjustment should allow the system to operate stably 
as long as possible «dispensing» without changing the structure of the next. The problem of optimization of the 
timing of the change of stages in the form of a compromise: for each change of stages have to «pay» a temporary 
increase in mortality due to local maladjustment. In addition, each such change leads to the emergence of a new 
stage of sustainable modes of operation, eliminating maladjustment, formed as a result of accumulated wear and 
tear of aging.
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Общая идея спонтанной утраты жизне-
способности, положенная в основу формулы 
Б. Гомпертцем [4], является и в настоящее 
время краеугольным камнем современной 
геронтологии, так как позволяет наиболее 
просто и точно описывать возрастное из-
менение смертности человека и, видимо, 
других организмов. Б. Гомпертц рассма-
тривал смертность как величину, обратную 
жизнеспособности – способности противо-
стоять всей совокупности разрушительных 
процессов. Он предположил, что жизнеспо-
собность снижается с возрастом пропорци-
онально ей самой в каждый момент. Такое 
неспецифическое повышение с возрастом 
уязвимости организма ко всем воздействи-
ям и носит название старения как такового.

Модель, разработанную Б. Гомперт-
цем и впоследствии дополненную Мейк-
хамом [5], можно условно отнести к клас-
су механистических моделей, поскольку 
она основана на предположении об износе 
в терминах идеализированной так называ-
емой «жизнеспособности». Уровень этой 
абстрактной (кумулятивной для организма) 
величины обозначен X(t), при t ≥ 0, где 0 – 
момент появления (в т.ч. рождения) особи 
с начальным уровнем X(0) = x (с x > 0). В мо-
дели Гомпертца предполагается, что уровень 
жизнеспособности «изнашивается» с неко-
торой постоянной интенсивностью α ≥ 0:

   X(0) = x.  (1)
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Решением уравнения (1) является 

 X(t) = x∙exp{–α∙t}, (2)
а смертность μH(t) в модели Гомпертца 
предполагалась обратно пропорциональной 
величине жизнеспособности:
 μH(t) = x–1∙exp{α∙t}. (3)

Эта формула была впоследствии моди-
фицирована У. Мейкхамом, добавившим 
в формулу Б. Гомпертца постоянный коэф-
фициент R > 0, представляющий не завися-
щую от возраста компоненту смертности. 
Этот коэффициент имеет экологическую, 
социальную или экономическую природу 
и заметно изменяется в ходе эволюции че-
ловечества. Постоянную R принято назы-
вать параметром давления среды. При этом 
уровень смертности в такой составной мо-
дели Гомпертца – Мейкхама равен
   (4)

Заметим, что модель Гомпертца – 
Мейкхама не отвечает наблюдаемому 
явлению многостадийности старения. 
В частности, она не учитывает явлений 
онтогенетических перестроек в некото-
рые моменты времени τ0, τ1, τ2, ... с τ0 = 0 
и τn < τn+1 для всех n = 0, 1, 2, .... После 
каждого из таких моментов τn наблюда-
ется период повышенной смертности. 
Это локальное увеличение смертности 
вызвано возмущениями, привнесенными 
метаболической перестройкой при смене 
стадий. Оно влечет для живых систем по-
следующую локальную дополнительную 
адаптацию. Так, для τ0 = 0 это увеличение 
смертности соответствует повышенной 
детской смертности, для начала периода 
фертильности – пик юношеской смертно-
сти, для момента наступления климакте-
рической паузы (или андропаузы) – соот-
ветствующий им подъем смертности [3]. 

Материалы и методы исследования
Настоящий раздел работы посвящен построению 

математической модели, частично объясняющей за-
кономерность возникновения стадий процесса старе-
ния. Основным предположением, положенным здесь 
в основу модели наблюдаемого феномена смены 
онтогенетических фаз и уровней стабильного мета-
болизма, является следующая гипотеза. Мы предпо-
лагаем, что для компенсации метаболической недо-
статочности (возникающей в результате исчерпания 
ресурсов текущей стадии) реализуется компенса-
торная глобальная адаптивная перестройка, обе-
спечивающая на последующей стадии полноценное 
функционирование в рамках новой стадии. То есть 
предполагается, что метаболические перестройки не 
могут проводиться ни постоянно, ни слишком часто, 
поскольку каждая из них влечет временную локаль-
ную дезадаптацию, временное увеличение уязвимо-
сти и повышение смертности. 

Таким образом, каждая структурная перестройка 
должна обеспечить возможность системе устойчиво 
функционировать, как можно дольше «обходясь» без 
очередного изменения структуры. В терминах модели 
это можно сформулировать следующим образом. 

Решается задача об оптимизации выбора момен-
тов смены стадий в форме нахождения компромисса: 
за каждую смену стадий приходится «платить» вре-
менным увеличением смертности, обусловленным 
локальной дезадаптацией. При этом каждая такая 
смена стадий обуславливает возникновение нового 
устойчивого режима функционирования, устраняя 
дезадаптацию, сформировавшуюся в результате на-
копившегося износа, старения. 

В качестве адаптивной перестройки при от-
дельных сменах стадий встречается перевод систе-
мы в режим «форсированной» выработки энергии, 
что приводит к соответствию уровня производимой 
в единицу времени энергии (т.е. мощности) уровню 
необходимых затрат. В качестве альтернативы может 
наблюдаться изменение поведения, приводящее к су-
щественному снижению ресурсных затрат, что также 
приводит к соответствию, адаптации. 

Таким образом, представляется интересным рас-
смотреть в качестве основного процесс уровня соот-
ветствия A = (A(t))t≥0 (accordance) со значением A(t) 
в каждый момент времени t ≥ 0, равным

   (5)

где C(t) – мощность (capacity), которую потенциаль-
но может выработать субъект износа (приведенная, 
нормированная – например, на единицу веса); R(t) – 
приведенная мощность, которая в среднем требуется 
(requirements) при его усредненной нагрузке (интен-
сивности эксплуатации, образе жизни, поведении).

В приведенных предположениях для наблюда-
емой стадийности онтогенетических процессов мо-
менты смены стадий обозначают τ0, τ1, τ2, ... с τ0 = 0 
и τn < τn+1 для всех n = 0, 1, 2, ... Тогда на каждом ин-
тервале времени t  [τn, τn+1) при n = 0, 1, 2, ... пред-
полагается стабильность в выполнении соотношения 
Гомпертца
 dA(t) = –αn∙A(t)dt, (6)

т.е. постоянное при t  [τn, τn+1) значение параметра αn.
При этом критерием сохранения стадии является 

при t  [τn, τn+1) для каждого n = 0, 1, 2, ... соотношение

   (7)

В случае A(t) ≤ 1 возникает состояние деза-
даптации, приводящее к смене стадий (адаптив-
ной, следовательно). Таким образом, оказывается 
возможным рекуррентно определить в общем слу-
чае, не обязательно отвечающем только соотно-
шению (6), моменты смены стадий: τ0 = 0, и при 
каждом n = 0, 1, 2, ...
   (8)

Для усредненной оценки в первом приближении 
допустимо соотношение (6) с решением при каждом 
n = 0, 1, 2, ... для t  [τn, τn+1) уравнения

   (9)
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Результаты исследования 

и их обсуждение
Рассмотрим первую стадию при 

t  [τ0, τ1) = [0, τ1) и сформулируем зада-
чу оптимального выбора продолжитель-
ности стадии. В рамках модели, описан-
ной выше, в соответствии с формулой 
(9) справедливо 

   (10)

где A(0) = x и α0 = α·x + μ, где параметр α > 0 
определяет уровень зависимости износа от 
базовой мощности, а параметр μ ≥ 0 по-
зволяет учитывать независящие от базовых 
энергетических уровней процессы разру-
шения (например, структурные, давление 
среды и другие)

Тогда при t  [0, τ1) 

 A(t) = x∙e–αxt∙e–μt. (11)

Здесь соотношение α0 = α·x + μ допу-
стимо в рамках предположения о том, что 
ресурсы адаптации исчерпываются со 
скоростью, пропорциональной выбран-
ной базовой мощности C(0) (т.е. базового 
для данной стадии уровня энергопродук-
тивности), и присутствует постоянное 
независимое воздействие на организм. 
Это предположение восходит, в част-
ности, к свободнорадикальной теории 
старения (уровень свободных радикалов 
пропорционален базовой энергопродук-
тивности) и генетической теории старе-
ния (частота повреждений ДНК пропор-
циональна уровню экспрессии, которая, 
в свою очередь, пропорциональна базо-
вому уровню метаболизма).

В соответствии с (8) смена стадий про-
исходит в момент времени T = T(x) при вы-
полнении равенства

 A(t) = x∙e–αxT∙e–μT = 1. (12)

В рассматриваемом случае равенство 
(12) означает, что τ1 = T = T(x). 

Возникает задача выбора оптимальной 
величины x, доставляющей максимум про-
должительности стадии T = T(x):
  = T(x) → max, x > 1.  (13)

Решением задачи оптимизации (12) при-
водит к соотношению eαxT+μT = x, произведя 
преобразования, получаем lnx = lneαxT+μT или 
lnx = T(x)∙(αx + μ) и, таким образом, выпол-
няется базовое равенство, устанавливаю-
щее явную зависимость T(x):

   (14)

Экстремум (максимум) достигается при 
, что определяет вид «оптималь-

ной» зависимости T = T(x).
Вычислим

 (15)

приводят к соотношению:

   (16)
или
   (17)

Уравнение (17) имеет единственное ре-
шение x* ≥ e.

Утверждение. В предположениях 
(10)–(17) глобальный максимум функции 
Т(х) достигается в точке x*, где x* – решение 
уравнения (17).

Заметим, что уравнение (17) не имеет 
явного решения, но с требуемой точностью 
может быть вычислено численно. Таким об-
разом, «оптимальная» величина начального 
(базового) уровня x стабильной стадии равна 
x*, которое вычисляется из уравнения (17).

Продифференцируем обе части урав-
нения (12):
 (x∙e–αxT∙e–μT)′ = 0. (18)

Рассмотрим левую часть уравнения (18):
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Таким образом, получаем

 1 + x∙(–α∙T – α∙x∙T′(x) – μ∙T′(x)) = 0; (19)

 x∙(α∙T + α∙x∙T′(x) + μ∙T′(x)) = 1. (20)

 «Оптимальная» величина начального 
(базового) уровня x стабильной стадии рав-
на x*, тогда из уравнения (20) получаем

 x*∙(α∙T + α∙x*∙T′(x*) + μ∙T′(x*)) = 1, (21)

но T′(x*) = 0, тогда
 x*∙α∙T = 1.  (22)

Соответственно, получаем, что вели-
чина максимальной продолжительности 
(стабильной) стадии T определяется из (22) 
и зависит от x*.

Теорема. В предположениях (10)–(23) 
вид функции T*(x) определяется соотноше-
нием 

   (23)

где x* – решение уравнения (17).
Доказательство. Формальное доказа-

тельство теоремы очевидно вытекает из 
(22) и описания математической модели.

Выводы
Полученные таким образом величины 

{x*, T*} инвариантны к номеру стадии, следо-
вательно, они могут в первом приближении 
рассматриваться в качестве единообразных 
для всего процесса старения, определяющи-
ми его многостадийность. Настоящее при-
ближение является демонстрационным, до-
пускает легкие обобщения и может служить 
основой для первичного построения моде-
лей многостадийного старения.

Учет многостадийности и репаратив-
ных процессов допустим и в рамках меха-
нистической модели износа, обобщающей 
модель Гомпертца – Мейкхама на случай 
многих стадий. При этом адекватными 
становятся объяснения эпизодических по-
пуляционных повышений смертности при 
смене стадий старения. Также допустимо 
рассмотрение оптимизационных задач при 

определении величин уровней метаболизма 
и продолжительности стадий.

Список литературы

1. Бутов А.А., Коваленко А.А., Шабалин А.С. Об-
зор математических моделей процессов многостадийного 
старения // Естественные и технические науки. – 2015. – 
№ 7(85). – С. 84–85.

2. Бутов А.А. Теория случайных процессов / А.А. Бу-
тов, К.О. Раводин. – Ульяновск: УлГУ, 2009. – 62 с.

3. Подколзин А.А., Крутько В.Н., Донцов В.И. Количе-
ственная оценка показателей смертности, старения, продол-
жительности жизни и биологического возраста // Профилак-
тика старения. – Вып. 2. – 1999.

4. Gompertz B. On the Nature of the Function Expres-
sive of the Law of Human Mortality, and on a New Mode of 
Determining the Value of Life Contingencies // Philosophical 
Transactions of the Royal Society of London. – Vol. 115–1825 – 
P. 513–585.

5. Makeham, W. M. On the Law of Mortality and the 
Construction of Annuity Tables // J. Inst. Actuaries and Assur. 
Mag. 8 – 1860. – P. 301–310.

6. Taylor A.W., Johnson M.J. Physiology of Exercise and 
Healthy Aging // Human Kinetics – 2008.

References

1. Butov A.A., Kovalenko A.A., Shabalin A.S. Ob-
zor matematicheskih modelej processov mnogostadijnogo 
starenija // Estestvennye i tehnicheskie nauki, no. 7(85), 2015. 
рр. 84–85.

2. Butov A.A. Teorija sluchajnyh processov / A.A. Butov, 
K.O. Ravodin. Uljanovsk: UlGU, 2009. 62 р.

3. Podkolzin A.A., Krutko V.N., Doncov V.I. Kolichestven-
naja ocenka pokazatelej smertnosti, starenija, prodolzhitel-
nosti zhizni i biologicheskogo vozrasta // Profi laktika starenija 
Vypusk 2 1999.

4. Gompertz B. On the Nature of the Function Expres-
sive of the Law of Human Mortality, and on a New Mode of 
Determining the Value of Life Contingencies // Philosophical 
Transactions of the Royal Society of London Vol. 115–1825 
рр. 513–585.

5. Makeham W.M. On the Law of Mortality and the 
Construction of Annuity Tables // J. Inst. Actuaries and Assur. 
Mag. 8 1860 рр. 301–310.

6. Taylor A.W., Johnson M.J. Physiology of Exercise and 
Healthy Aging // Human Kinetics 2008.

Рецензенты: 
Седова Н.О., д.ф.-м.н., профессор, Улья-

новский государственный университет, 
г. Ульяновск;

Мищенко С.П., д.ф.-м.н., профессор, 
Ульяновский государственный университет, 
г. Ульяновск.


