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Рассматриваются дискретные системы, описываемые линейными разностными уравнениями третьего 
порядка с действительными коэффициентами. Исследована граница области асимптотической устойчиво-
сти нулевого решения в пространстве коэффициентов уравнения. Полностью описаны свойства корней их 
характеристических уравнений на границе области устойчивости в трехмерном пространстве параметров. 
Для всех точек на границе указаны расположения каждого из трех корней относительно единичного круга 
в комплексной плоскости. Выписаны общие решения разностных уравнений для случаев, когда параметры 
находятся на указанной границе. Сделаны выводы об асимптотических свойствах траекторий этих систем 
посредством разделения точек границы на устойчивые и неустойчивые. Указано также разделение точек 
границы по признаку наличия – отсутствия колебательных (периодических, псевдошумовых) решений. Ста-
вится задача поиска областей частичной устойчивости в пространстве начальных значений.
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Discrete systems of third order are considered. The systems described by the linear difference equations with 
the real coeffi cients. The boundary of the asymptotic stability domain of the zero solution is examined in the space 
of the coeffi cients of the equation. We fully have described the properties of the roots of their characteristic equation, 
when the system is on the boundary of the stability domain in the parameters space. For all points on the border we 
specifi ed the location of each of the three roots with respect to the unit circle in the complex plane. We write the 
general solution of the difference equation for the cases when the parameters are on the specifi ed boundary. The 
conclusions are made about the asymptotic properties of the trajectories of these systems by separating the points 
of the boundary on stable and unstable points. Also we have separated the points of the boundary on the basis of the 
presence-absence of oscillatory (periodic, pseudo-chaotic) solutions. We posed the search problem for the domains 
of partial stability in the space of initial values.
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Важнейшим свойством дискретной си-
стемы, присущим всей системе, а не только 
отдельным её траекториям, является устой-
чивость. Известно [8], что исследование 
устойчивости решений нелинейного раз-
ностного уравнения сводится к выяснению 
расположения корней характеристического 
полинома соответствующего линеаризо-
ванного уравнения. При этом особую слож-
ность представляет изучение критических 
случаев (называемых также граничной 
устойчивостью), когда некоторые корни ха-
рактеристического полинома на комплекс-
ной плоскости попадают на единичную 
окружность [1, 3, 7].

Изучение критических случаев в теории 
устойчивости напрямую связано с исследо-
ванием границы области асимптотической 
устойчивости в пространстве параметров. 
Устойчивость в критических случаях из-
учена для непрерывных систем [1], но мало 

исследована для дискретных систем. Нашей 
целью является восполнение этого пробела 
для случая дискретной системы третьего 
порядка, описываемой характеристическим 
уравнением
  (1)
где a, b, c  R. Уравнение (1) называется 
устойчивым, если все его решения огра-
ничены, и асимптотически устойчивым, 
если все его решения стремятся к нулю 
при n → ∞.

В работе [5] изучено более про-
стое, чем (1), уравнение второго порядка 

 Его область устойчивости 
в плоскости параметров a, b  R такова: 

. В [5] указаны участки границы 
этой области, на которых возникают различ-
ные типы решений: циклы, предельные ци-
клы, псевдошумовые решения. Уравнения 
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и системы третьего порядка в непрерывном 
случае изучались в [2, 7], а в дискретном – 
в [9, 6]. В [9] для уравнения (1) получены 
достаточные условия колебательности – не-
колебательности решений в виде ограни-
чений на коэффициенты уравнения. Для 
близкого к (1) уравнения  
с запаздываниями m, k  N в [4] получено пол-
ное описание области асимптотической устой-
чивости в пространстве параметров a, b, k, m.

В настоящей работе мы полностью 
описываем асимптотическое поведение ре-
шений уравнения (1) при n → ∞, когда зна-
чения коэффициентов уравнения (1) нахо-
дятся на границе его области устойчивости.

Граница области асимптотической 
устойчивости уравнения (1)

Известно, что нулевое решение урав-
нения (1) асимптотически устойчиво тогда 
и только тогда, когда все корни его характе-
ристического полинома 
   (2)
по модулю меньше единицы. С помощью 
известного алгебраического критерия 
устойчивости Шура – Кона в [3] приведены 
необходимые и достаточные условия распо-
ложения всех корней характеристического 
полинома (2) внутри единичной окружно-
сти в виде системы ограничений на коэф-
фициенты:

Эти же ограничения приводятся в [8] 
в преобразованном виде:

Анализируя эти системы, область 
асимптотической устойчивости уравне-
ния (1) можно записать в виде, удобном 
для графического изображения области 
и ее границ:

   (3)

Область асимптотической устойчи-
вости уравнения (1) в пространстве ко-
эффициентов a, b, c  R изображена на 
рисунке. Она представляет собой тело, 

ограниченное гиперболическим параболо-
идом  и двумя плоскостями 

     
Область асимптотической устойчивости 

имеет ось симметрии – ось Ob.

Область асимптотической 
устойчивости уравнения (1)

Границу области асимптотической 
устойчивости уравнения (1) образуют четы-
ре вершины: A(1, –1, –1), B(3, 3, 1), C(–1, –1, 
1), D(–3, 3, –1), пять ребер: AC (α ∩ β), AD и 
CD (α ∩ γ), AB и CB (β ∩ γ), две грани ACD 
и ABC и гиперболический параболоид γ.

Свойства характеристического 
полинома и асимптотическое поведение 

решений уравнения (1) на границе 
области асимптотической устойчивости

В этом пункте мы указываем свойства 
корней характеристического полинома (2) 
и асимптотическое поведение решений 
уравнения (1) на каждом участке границы 
области асимптотической устойчивости.

1. В точке A(1, –1, –1) имеем

Все корни характеристического полино-
ма P(λ) по модулю равны 1, причем λ = –1 – 
корень кратности 2. Тогда общее решение 
уравнения (1) имеет вид

 
и в общем случае является неограниченным.

2. В точке C(–1, –1, 1) имеем

Все корни характеристического полино-
ма P(λ) по модулю равны 1, причем λ = 1 – 
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корень кратности 2. Тогда общее решение 
уравнения (1) имеет вид 

и в общем случае является неограниченным.
3. В точке B(3, 3, 1) имеем

т.е. λ = –1 – корень кратности 3. Общее ре-
шение имеет вид

и в общем случае неограниченно.
4. В точке D(–3, 3, –1) имеем

т.е. λ = 1 – корень кратности 3. Общее реше-
ние имеет вид

и в общем случае неограниченно.
5. На ребре

имеем

Все корни характеристического полинома 
P(λ) действительные и простые, причем . 
Общее решение уравнения (1) имеет вид

 

и является ограниченным, при этом в об-
щем случае  не существует. 

6. На ребре

имеем

 

При –3 < a < 1 многочлен Q(λ) име-
ет два комплексно сопряженных корня 

, по модулю равных 1. Тогда 
общее решение уравнения (1) имеет вид

 
и является ограниченным при любых на-
чальных условиях, при этом в общем случае 

 не существует.
7. На ребре

имеем

При –1 < a < 3 многочлен Q(λ) име-
ет два комплексно сопряженных корня 

, по модулю равных 1. Тогда 
общее решение уравнения (1) имеет вид

 
и является ограниченным, при этом в об-
щем случае  не существует.

8. На ребре 

имеем

Все корни характеристического полино-
ма P(λ) действительные, при этом λ = –1 – 
корень кратности 2, а при 1 < a < 3 модуль 
третьего корня . Тогда общее 
решение уравнения (1) имеет вид 

 
и в общем случае не является ограниченным.

9. На ребре

имеем

Все корни характеристического полино-
ма P(λ) действительные, при этом λ = 1 – ко-
рень кратности 2, а при –3 < a < –1 модуль 
третьего корня . Тогда общее 
решение уравнения (1) имеет вид

 

и в общем случае не является ограниченным.
10. Во внутренних точках треугольника

имеем
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При c – 2 < a < –c имеем . 

Тогда очевидно, что многочлен Q(λ) при 
(a + 1)2 + 4c > 0 имеет пару действительных 
корней

, 

по модулю меньших 1, при (a + 1)2 + 4c < 0 
имеет пару комплексно сопряженных корней

  

а при (a + 1)2 + 4c = 0 – действительный 

корень  кратности 2, по модулю 

меньший 1. Получаем, что общее решение 
уравнения (1) имеет вид

и является ограниченным, при этом в общем случае .
11. Во внутренних точках треугольника

имеем

При –c < a < c + 2 имеем . Тогда очевидно, что многочлен Q(λ) при 

(a – 1)2 – 4c > 0 имеет пару действительных корней , по моду-
лю меньших 1, при (a – 1)2 – 4c < 0 имеет пару комплексно сопряженных корней

         

а при (a – 1)2 – 4c = 0 действительный корень  кратности 2, по модулю меньший 1. 
Получаем, что общее решение уравнения (1) имеет вид

и является ограниченным, при этом в общем случае .
12. В точках, лежащих на гиперболическом параболоиде b = 1 – c2 + ac, в области 

,  имеем

Характеристический полином P(λ) имеет один действительный корень λ = –c,  
и пару комплексно сопряженных корней

        
Тогда общее решение уравнения (1) имеет вид

и является ограниченным при любых начальных условиях, при этом в общем случае  
не существует.
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Выводы

На каждом из выделенных участков гра-
ницы области устойчивости решения урав-
нения (1) обладают следующими особенно-
стями асимптотического поведения.

В каждой из четырех вершин A, B, C, 
D в общем случае решения не ограниче-
ны и имеют полиномиальный рост, поэ-
тому система (1) неустойчива. На рёбрах 
AC, AD, BC все решения ограничены, 
причем решения могут быть чисто пери-
одическими, поэтому система (1) устой-
чива (не асимптотически). На ребрах AD 
и BC возможны так называемые псевдо-
шумовые решения. На рёбрах AB и CD 
в общем случае решения не ограничены 
и имеют рост линейный по n, поэтому си-
стема (1) неустойчива.

Во внутренних точках граней ACB 
и ACD все решения ограничены, система 
устойчива (не асимптотически). В общем 
случае в указанной области решения име-
ют вид затухающих колебаний. В точках, 
лежащих на гиперболическом параболои-
де, все решения ограничены, поэтому си-
стема (1) устойчива (не асимптотически). 
В общем случае в указанной области реше-
ния являются колебательными. Здесь воз-
никают устойчивые циклы и псевдошумо-
вые решения.

Заключение
Мы сделали полный анализ асимптоти-

ческих свойств систем третьего порядка, 
когда их параметры находятся на границе 
области устойчивости. При специальном 
выборе начальных условий (посредством 
обнуления констант при неограниченных 
слагаемых в формуле общего решения) в ис-
следованных областях, где диагностирова-
на неустойчивость общего решения, можно 
выделить ограниченные или даже сходя-
щиеся к нулю решения. Например, в п. 9 
раздела «Свойства характеристического 
полинома и асимптотическое поведение 
решений уравнения (1) на границе области 
асимптотической устойчивости» настоящей 
статьи, если (a + 2)x0 – (a + 1)x1 – x2 = 0, то 
в общем решении xn = C1 + C2n + C3(–2–a)n 

имеем C2 = 0 и . По-

иск областей в пространстве начальных 
значений, которые дают ограниченные 
решения (проблема частичной устойчи-
вости), требует отдельного тщательного 
исследования. 

Работа поддержана грантом № 2807 
Министерства образования России.
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