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При моделировании переноса в мембранных системах в сверхпредельных токовых режимах обычно 
используются краевые задачи для системы одномерных уравнений Нернста, Планка и Пуассона. Исполь-
зование приближенных решений краевых задач для одномерных, а не двумерных уравнений объясняется 
математическими сложностями исследования. В данной работе приводится асимптотическое представление 
решения краевой задачи для системы двумерных уравнений Нернста, Планка и Пуассона в области про-
странственного заряда. Рассмотрены различные численные методы решения систем уравнений асимптоти-
ческого представления, в том числе метод простой итерации и метод линеаризации (Ньютона – Канторовича 
или Ньютона – Рафсона). При моделировании различных явлений, например электроконвекции, в первую 
очередь важно знать решение в области пространственного заряда. Полученные в данной статье результаты 
могут быть использованы при решении подобных задач.
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When modeling transport in membranous systems of to overlimiting current modes are typically used 
boundary value problems for a system of one-dimensional equations of Nernst, Planck and Poisson. Use of 
approximate solutions of boundary value problems for one-dimensional explained by mathematical complexity 
of the study. In this paper the asymptotic representation of the solution of the boundary value problem for the 
two-dimensional equations of Nernst, Planck and Poisson in the space charge region. Various numerical methods 
for solving systems of equations of the asymptotic representation, including the method of simple iteration and 
linearization method (Newton – Kantorovich or Newton – Raphson). When the simulation of various phenomena, 
such as electroconvection primarily important to know the solution to the space charge region. The results obtained 
in this paper results can be used to solve similar problems.
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При моделировании переноса в мем-
бранных системах в сверхпредельных токо-
вых режимах обычно используются краевые 
задачи для системы уравнений Нернста – 
Планка и Пуассона [1–3, 5–10, 17]. 

В своих работах С.С. Духин и Н.А. Ми-
щук [14], И. Рубинштейн [16] первыми дали 
теоретическое объяснение сверхпредельно-
го тока электроконвекцией. Для этого они 
использовали двумерные уравнения На-
вье – Стокса для расчета течения раствора 
электролита и одномерные уравнения Нерн-
ста – Планка и Пуассона для расчета величи-
ны электрической силы. Аналогичные моде-
ли развивались в работах [11, 13, 19].

Использование приближенных решений 
краевых задач для одномерных, а не двумер-
ных уравнений Нернста – Планка и Пуассо-
на объясняется математическими сложно-
стями исследования двумерных уравнений. 

Впервые исследование электроконвек-
ции на основе численного решения двумер-

ной системы уравнений Нернста – Планка 
и Пуассона и Навье – Стокса проведено 
в работах [12, 15, 18] с некоторыми огра-
ничениями на величины начальной концен-
трации, скорости протока раствора. Таким 
образом, возникает актуальная проблема 
асимптотического решения краевых задач 
для двумерных систем уравнений Нерн-
ста – Планка и Пуассона. 

В работе [4] нами было получено асим-
птотическое представление для решения 
краевой задачи для двумерных систем урав-
нений НП с условием электронейтраль-
ности, удобное для сращивания с асим-
птотическим представлением в области 
пространственного заряда путем введения 
промежуточного слоя. В данной работе 
предлагается асимптотическое представ-
ление решения краевой задачи для двумер-
ных систем уравнений Нернста – Планка 
и Пуассона в области пространственного 
заряда (ОПЗ).
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Постановка задачи 

1. Исходная система уравнений
Безразмерная система уравнений Нерн-

ста – Планка и Пуассона:
    i = 1, 2; (1)

    i = 1, 2;   (2)

  (3)

  (4)

Асимптотическое представление 
в области пространственного заряда

1. Преобразование уравнений

Положим   тогда

   i = 1, 2;

   i = 1, 2;

2. Асимптотическое упрощение 
Полагаем   в преобра-

зованных уравнениях, тогда получим
    i = 1, 2;  (5)

    i = 1, 2;  (6)

   (7)

Из уравнения (6) следует, что потоки , 
i = 1, 2, и, соответственно, плотность тока , 
соленоидальные вектора. Кроме того, по-
скольку в уравнения (5)–(7) время явно не 
входит, процесс переноса в ОПЗ в первом 
приближении является стационарным.

3. Преобразование системы 
упрощенных уравнений

Поделим уравнения (5) на Di, i = 1, 2, 
умножим на zi, i = 1, 2 и сложим, тогда
  (8)

где  – некоторый соленои-

дальный вектор. 
Уравнение (8) с учетом (7) примет вид

   (9)

Уравнения для , , не зависящие от 
неизвестных соленоидальных векторов , 
i = 1, 2,  и , можно получить, применив 
операцию div к обеим частям (5), (9):
     i = 1, 2; (10)

  (11)
При решении системы уравнений (10), 

(11) возникают трудности в нахождении 
дополнительных краевых условий, т.к. по-
рядок этих уравнений повысился. В связи 
с этим возникает проблема непосредствен-
ного решения уравнения (9).

Вывод уравнения для функции η
Рассмотрим условие разрешимости 

уравнения  где  является со-
леноидальным вектором. Так как , солено-
идальный вектор (т.е. ), то существу-

ет такая функции η, что  

Введем оператор  кото-

рый является двумерным аналогом операто-
ра rot, называется завихренностью и обла-
дает следующими свойствами:

а)  
б)  
в) здесь  – кососимме-

тричное скалярное произведение. 

 (12)

С другой стороны, с учетом  
получим

Так как  и , то 
. Следовательно, для функции 

η получаем уравнение

  (13)
Уравнение (13) является условием раз-

решимости уравнения (9).
Таким образом, уравнение (9) эквива-

лентно системе уравнений 

 

где   
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Преобразование системы 

уравнений (9), (13)
Из уравнения  следует, что 

 где u некоторая скалярная функция. 
Тогда

 

следовательно,  Так как 

 

то для u получим уравнение  или 
. Обозначим u2 = w, тогда для w 

получим уравнение . 
Преобразуем теперь уравнение

 
Заменим в уравнении  с учетом 

    Кроме того, из 

 
следует, что 

Таким образом, получаем уравнение

 
С учетом  получим, что 
это уравнение запишется в виде

   или   .

С учетом замены u2 = w получаем для 
функций w и η систему уравнений
  (14)

   (15)
Замечание 1. Система уравнений (9), 

(13) может быть преобразована к виду (14), 
(15) и несколько другим способом. 

Положим, , тогда система урав-
нений запишется в виде

    и      
Здесь опять использовано равенство 

Заменим во втором уравнении , тогда 
с учетом  получим, что 
система этих уравнений запишется в виде 

    и    

Для того чтобы вывести уравнение для 
u, найдем div от обеих частей первого урав-
нения, тогда

 
Откуда получаем уравнение для u:

  или  

Так как , то  или, ум-

ножая обе части уравнения на u2, получим 
. Это уравнение является ква-

зилинейным уравнением в частных произ-
водных первого порядка относительно u.

Таким образом, для двух функций u, η 
получим систему из двух уравнений:

    

где      Систему уравнений 

    и     

перепишем в виде

    и     

Полагая w = u–2, снова получим систему 
уравнений (14)–(15).

Замечание 2. Систему уравнений (9), 
(13) можно упростить и по-другому, если 
сделать замену , тогда система урав-
нений запишется в виде
   (16)

   (17)
Методы решения системы уравнений 

(14), (15):
1. Метод простой итерации
Эту систему уравнений (14)–(15) можно 

решать, например, следующим методом по-
следовательных приближений:

1. Пусть  – некоторое начальное при-
ближение к .

2. Определим w(0) как решение линейно-
го уравнения переноса: .

3. Определим η(0) как решение линейно-
го уравнения:
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4. Определим  по формулам

   

5. Проверим условие сходимости 
, где δ – заданная точность. 

Если условие сходимости выполняется, то 

принимаем , , , ина-

че полагаем  и идем к п. 2
Замечание 3. Систему уравнений (16), 

(17) можно решать, например, методом по-
следовательных приближений, аналогич-
ным методу 5.1.

Метод линеаризации 
(Ньютона – Канторовича 
или Ньютона – Рафсона)

Систему уравнений (14), (15) можно ре-
шать методом линеаризации. 

1. Пусть η(0),  и w(0) некоторые началь-
ные приближения к η,  и w, причем

    .

2. Определим η(1), , w(1) как решения 
системы линейных уравнений

причем  .

3. Проверим условие сходимости 
, 

где δ заданная точность. Если условие схо-
димости выполняется, то принимаем

 ,    ,    , 

иначе полагаем η(0) = η(1), w(0) = w(1) и идем к п. 2.
Замечание 4. Метод линеаризации 

можно применить и к системе уравнений 
(16), (17).

Замечание 5. Для конкретной реализа-
ции предложенных выше методов решения 
необходимо определить границы ОПЗ и со-
ответствующие краевые условия. Эти про-
блемы можно решить путем использования 
различных физических гипотез, либо с ис-
пользованием условий сращивания. 

Заключение
В работе предлагается асимптотиче-

ское представление решения краевой за-
дачи для двумерных систем уравнений 
Нернста – Планка и Пуассона в области 
пространственного заряда. Рассмотрены 
различные численные методы решения 
уравнений асимптотического представле-
ния, в том числе метод простой итерации 
и метод линеаризации. При моделировании 
различных явлений, например, электрокон-
векции, в первую очередь важно знать ре-
шение в области пространственного заряда. 
Полученные выше результаты можно ис-
пользовать при решении таких задач. В то 
же время результаты этой работы совмест-
но с результатами работы [4] дают асимпто-
тическое представление решения краевой 
задачи для системы уравнений Нернста – 
Планка и Пуассона в основных областях, 
а именно в области электронейтральности 
и пространственного заряда.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ и администрации Краснодар-
ского края, гранты: № 13-08-93106-НЦНИЛ_а 
и 13-08-96525 р_юг_а.
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