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В статье рассмотрен новый подход к вычислению самосогласованного распределения давления и де-
формации поверхности для цилиндрического подшипника скольжения. Предлагаемый метод основан на 
численном решении двухмерного уравнения Рейнольдса для смазочного слоя, вычислении деформации по-
верхности с помощью трехмерного пакета АНСИС с использованием разложения Фурье для вычисления 
матрицы податливости. Дано сравнение функций податливости для двухмерного и трехмерного случаев. 
Найдена простая аналитическая аппроксимация для матрицы податливости, которая может применяться 
для расчета тяжело нагруженных подшипников скольжения. Найденная матрица податливости используется 
в итеративной процедуре для расчета самосогласованного распределения давления и прогиба поверхности 
в зоне контакта. Показана высокая эффективность итерационной процедуры, позволяющей получить ста-
ционарное распределение давления в смазочном слое, согласованное с деформацией упругой поверхности. 
Представлены результаты расчета конкретного подшипника скольжения.
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This article deals with a new approach for calculation of self-consistent pressure distribution and surface 
defl ection for a lubricated journal bearing. This approach is based on the numerical solution of the 2-D Reynolds’ 
equation for the lubrication layer, numerical calculation of the surface deformations by the 3-D ANSYS package 
and Fourier series expansion for the compliance matrix. A simple analytical approximation is found for the obtained 
compliance matrix, which can be used for heavy loaded journal bearings. The compliance matrix is implemented into 
the iterative procedure for calculation of self-consistent pressure distribution and surface defl ection in the contact 
zone. The iterations are shown to be very effective to obtain a stationary distribution of pressure in the lubrication 
layer, which is consistent with the surface defl ections. Results of calculations are presented for the particular journal 
bearing in cases of different loadings. 
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Гидро динамическая теория смазки ши-
роко применяется для расчета и конструи-
рования подшипников скольжения с жидкой 
смазкой, которые являются важными кон-
структивными элементами разнообразных 
механизмов и машин. Существует большое 
количество публикаций, посвященных этой 
теме, например [5, 3, 8]. Роль упругих де-
формаций становится очень важной для 
тяжело нагруженных цилиндрических под-
шипников скольжения. Поэтому возникла 
необходимость учета упругих деформаций 
рабочих поверхностей в гидродинамиче-
ской теории смазки. Это привело к развитию 
так называемой упруго-гидродинамической 
теории, в которой согласованно рассма-
тривались течение смазочного слоя и де-
формация поверхности контакта, вызван-
ная повышенным давлением в смазочном 
слое [4]. В этой теории важное место отво-
дится проблеме определения связи между 
распределением давления в слое и дефор-
мацией поверхности. 

Основными элементами конструкции 
гидродинамического подшипника скольже-

ния являются цилиндрический вал, смазоч-
ный слой, вкладыш и корпус. Обычно вкла-
дыш подшипника изготавливается из более 
податливого материала по сравнению с кор-
пусом, который имеет высокую твердость 
и мало деформируется. По этой причине 
деформациями корпуса часто пренебрега-
ют и учитывают только деформации вкла-
дыша [1]. При таком упрощенном подходе 
деформации тонкого вкладыша, ограничен-
ные жестким корпусом, определяются ма-
лым параметром – отношением толщины 
вкладыша к радиусу кривизны. Как показа-
но в монографии [1], в первом приближении 
по этому малому параметру деформации 
вкладыша пропорциональны локальному 
значению давления. Коэффициент пропор-
циональности называют податливостью 
вкладыша. Данное приближение связано 
с известной гипотезой Винклера. В общем 
случае необходимо учитывать не толь-
ко деформации вкладыша, но также и де-
формации корпуса, имеющего конечную 
жесткость. В таком случае расчеты поверх-
ностных деформаций должны выполняться 
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самосогласованно с вычислениями рас-
пределения давления вдоль всего сма-
зочного слоя. Для этой цели необходи-
мо определить общую функциональную 
связь между поверхностными деформа-
циями и распределением давления в слое 
смазки, принимая во внимание различие 
свойств материала вкладыша и корпуса 
подшипника. Главной целью данной ра-
боты является разработка метода уста-
новления обобщенного функционального 
уравнения и применение его для получе-
ния решения упруго-гидродинамической 
контактной задачи. 

Постановка задачи

Для описания предлагаемого подхода 
рассмотрим цилиндрический подшипник 
скольжения, в котором смазочный слой 
разделяет стальной вал и бронзовый вкла-
дыш, граничащий со стальным корпусом, 
как показано на рис. 1. Здесь ω – угловая 
скорость вращения вала, φ – азимуталь-
ный угол, отсчитываемый в направлении 
часовой стрелки от точки максимального 
зазора, η и R0 – эксцентриситет и радиус 
цилиндрического вала, R1 – внутренний 
радиус вкладыша, R2 и R3 – внутренний 
и внешний радиусы цилиндрического кор-
пуса, L – длина подшипника. В расчетах 
используем нулевые граничные условия 
для деформаций на заданной внешней 
границе корпуса подшипника. Между ва-
лом и вкладышем располагается тонкий 
слой жидкой смазки, называемый смазоч-
ным слоем. Также ставим нулевые гра-
ничные условия для давления на торцах 
подшипника. 

Распределение давления в смазочном 
слое определяется из решения известного 
уравнения Рейнольдса [3]:

  (1)

  

 P > 0;  P ≤ 0.  (2)

Здесь h – толщина смазочного слоя; μ – 
коэффициент вязкости; u – средняя скорость 
поверхностей вала и вкладыша; y – коорди-
ната вдоль оси цилиндрического подшипни-
ка; φ – азимутальный угол; δ – радиальный 
прогиб поверхности вкладыша, зависящий от 
давления в смазочном слое. Метод численно-
го решения уравнения (1) описан в работе [2].

Результаты вычислений
Для иллюстрации метода введем 

конкретные параметры подшипника 
скольжения: R1 = 0,03 м, R2 = 0,035 м, 
R3 = 0,1 м, d = 0,00013 м, E1 = 2,1·1011 Па, 
E2 = 1,08·1011 Па, m1 = 0,3, m2 = 0,34, 
μ = 0,024 Па/с, ω = 314,16 с–1, где E1 и E2 – 
модули упругости стального корпуса 
и бронзового вкладыша; m1 и m2 – коэффи-
циенты Пуассона для материалов корпуса 
и вкладыша соответственно. Длина и диа-
метр подшипника предполагаются равными 
друг другу. 

Зависимость упругих деформаций от 
распределения давления может быть запи-
сана в следующей интегральной форме:

   (3)

Рис. 1. Геометрическая схема подшипника скольжения:
1 – вал, 2 – бронзовый вкладыш, 3 – корпус
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где δ и P – прогиб поверхности и давление, 
зависящие от азимутального угла. Функ-
цию K(φ – φ′), являющуюся ядром линейно-
го функционала, будем называть функцией 
податливости. Эта функция не зависит от 
конкретного распределения давления, но 
зависит от геометрических характеристик 
подшипника скольжения. Она может быть 
найдена на основе численных результатов, 
описанных в [2]. Для этой цели применяем 
разложение Фурье:

   (4)

Умножая уравнение (4) на гармониче-
ские функции и интегрируя по углу в интер-
вале от 0 до 2π, получаем систему линейных 
алгебраических уравнений относительно 
искомых коэффициентов Фурье Mk и Nk [2]. 
Используя известное распределение дав-
ления в смазочном слое и деформации по-
верхности, рассчитанные пакетом ANSYS, 
находим коэффициенты Фурье:

 

   k = 1, 2, 3…  (5)

где 

  (6)

Здесь давление и прогиб поверхности 
являются функциями угла, которые опреде-
ляются методом сплайновой интерполяции 
дискретных узловых значений Pi and δi. 

В этой формуле точность результата 
зависит от выбора верхнего предела сум-
мирования n. В частности, значение n = 10 
вполне достаточно для хорошей точности 
аппроксимации. В связи с применением 
формулы (4) следует обратить внимание на 
заметное влияние мелкомасштабных шумо-
вых погрешностей, присутствующих в чис-
ленных данных, полученных в результате 
расчетов. Для удаления связанных с таким 
шумом эффектов можно воспользоваться 
одним из способов регуляризации [6, 7]. 
Для подавления паразитных осцилляций 
вводим множители вида 
для Фурье коэффициентов. Здесь ε является 
малым параметром, который существенно 
влияет на затухание шумовых осцилляций. 

На рис. 2 сплошной линией показана 
функция (4), соответствующая значению 
ε = 0,0001. На том же рисунке штриховой 
линией показана аналитическая аппрокси-
мация, заданная простой формулой вида

  (7)

где a = 5; α = 1,7; β = 1,4;

   (8)

Рис. 2. Функция податливости, 
полученная из численного решения (кривая 1),

в сравнении с аналитической аппроксимацией (кривая 2), заданной формулой (7)
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Полученные функции (4) и (7) опреде-

ляют матрицу податливости для любого 
распределения давления вдоль смазочного 
слоя для заданных геометрических параме-
тров подшипника скольжения. 

Трехмерные расчеты ANSYS
Далее анализируем различие между 

матрицами податливости для различных 
поперечных сечений подшипника скольже-
ния. Используя конечно-разностную схему, 
описанную в работе [2], вычисляем гидро-
динамическое давление в смазочном слое 
для подшипника скольжения конечной 
длины. На рис. 3 показаны профили дав-
ления, соответствующие различным попе-
речным сечениям (y = const) подшипника. 
Для определения деформаций, связанных 
с распределением давления, применяем 
трехмерный пакет ANSYS. Используя ре-
зультаты вычислений ANSYS, находим 

деформации поверхности вкладыша в каж-
дом поперечном сечении и сравниваем 
трехмерное решение ANSYS в централь-
ном поперечном сечении с двумерным 
решением. Оба решения представлены на 
рис. 4. Анализ показывает, что деформация 
поверхности подшипника в двухмерной 
расчетной модели ANSYS заметно больше, 
чем в трехмерной модели. Различие со-
ставляет 28 %. Далее сравниваем поведе-
ние функций податливости для различных 
поперечных сечений. Для получения этих 
функций применяем описанное выше раз-
ложение Фурье для различных поперечных 
сечений подшипника. Расчеты показывают, 
что функции податливости располагают-
ся довольно близко друг к другу для всех 
сечений (кроме самых крайних). Поэтому 
практически можно использовать матрицу 
податливости, рассчитанную только для 
центрального сечения. 

Рис. 3. Азимутальные распределения давления, соответствующие различным поперечным 
сечениям подшипника скольжения. Кривая 1 – для сечения, близкого к краю подшипника: 
y = 0,02666 м. Кривые 2, 3, 4, и 5 соответствуют поперечным сечениям y = 0,01999 м, 

y = 0,01333 м, y = 0,00666 м и y = 0 соответственно

Рис. 4. Деформации поверхности подшипника для различных поперечных сечений (трехмерная 
модель), а также для двухмерной модели. Кривые 1, 2, 3, 4 и 5 соответствуют прогибу 

поверхности, полученному по трехмерной модели ANSYS для сечений y = 0,03 м, y = 0,02333 м, 
y = 0,01666 м, y = 0,00999 м и y = 0,00333 м соответственно; 

кривая 6 соответствует двухмерной модели ANSYS



245

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 6, 2015

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ
Заключение

Предложен эффективный подход, по-
зволяющий вычислить матрицу податли-
вости на основе предварительного расчета 
давления в смазочном слое и использова-
ния программного пакета ANSYS для опре-
деления прогиба поверхности. Даже в слу-
чаях длинных подшипников скольжения 
для вычисления поверхностных деформа-
ций следует предпочесть более реалистич-
ную трехмерную модель пакета ANSYS по 
сравнению с двухмерной моделью. Срав-
нение показывает, что двухмерная модель 
дает существенно завышенные значения 
прогиба поверхности. Для определения 
функции податливости, обеспечивающей 
связь давления и прогиба, применяется 
разложение Фурье. Для подавления шумо-
вых осцилляций вводятся коррекции коэф-
фициентов Фурье посредством множите-
лей регуляризации, которые обеспечивают 
сглаживание искомой функции податливо-
сти. Оказалось, что найденные функции 
податливости, относящиеся к различным 
поперечным сечениям подшипника, мало 
отличаются друг от друга. Поэтому для 
экономии вычислений достаточно опре-
делить функцию податливости только для 
центрального сечения подшипника. Важно 
отметить, что функция податливости, за-
висящая от конструктивных параметров 
подшипника, не зависит от распределения 
давления вдоль смазочного слоя. Поэтому 
функция податливости, найденная один раз 
для конкретного подшипника, может ис-
пользоваться многократно в итерационной 
схеме совместно с уравнением Рейнольдса 
для самосогласованного моделирования 
различных динамических режимов под-
шипника скольжения. 

Работа выполнена при поддержке 
РФФИ (грант № 15-05-00879).
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