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ДИНАМИКА ВИБРАЦИОННОГО ГРОХОТА НА МНОГОКРАТНОМ 
КОМБИНАЦИОННОМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОМ РЕЗОНАНСЕ
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Приведены динамическая и математическая модели вибрационного грохота на многократном комби-
национном параметрическом резонансе. Определены стационарные решения на основе метода усреднения. 
Построены резонансные кривые и частоты генерации для различных параметров системы. Определен ко-
эффициент полезного действия грохота, используя энергетическое соотношение Мэнли ‒ Роу. Рассматри-
вается принцип действия вибрационного грохота с двумя самосинхронизирующимися параметрическими 
вибровозбудителями. Показывается, что с помощью легких маятников удается раскачать массивный рабочий 
орган грохота, значительно снизить энергопотребление и существенно повысить стабильность резонансного 
режима колебаний рабочего органа. При этом реализуется самоуправляемое и самоподдерживаемое соб-
ственное движение машины за счет слабых, но «умных» воздействий. Результаты данной работы могут быть 
использованы для создания новых высокоэффективных резонансных вибрационных машин. 
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DYNAMICS OF THE SCREEN RIDDLE ON THE MULTIPLE COMBINATIONAL 
PARAMETRIC RESONANCE
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Dynamic and mathematical sample pieces a screen riddle on a multiple combinational parametric resonance 
are reduced. Stationary decisions on the basis of an averaging method are defi ned. Resonance characteristics and 
frequencies of generation for various parametres of system are constructed. Effi ciency of a screen riddle is reduced 
using Menli-Rowe’s power ratio. Mode of functioning of a screen riddle with two self-synchronised parametric 
vibrators is considered. Displays that by means of easy fl oating levers it is possible to shake a large end-effector of a 
screen riddle, considerably to lower power consumption and it is essential to raise stability of a resonance condition 
of oscillations. Homing and self-bolstered own movement of the machine at the expense of weak, but «clever» 
effects is thus realised. Results of the given operation can be used for creation of new highly effective resonance 
vibrational machines. 
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В сырьевых и перерабатывающих отрас-
лях мировой промышленности для транс-
портирования и переработки различных 
сыпучих и кусковых материалов широко 
применяются вибрационные транспортно-
технологические машины (ВТТМ). Самой 
представительной группой ВТТМ являются 
виброгрохоты. Традиционные виброгрохо-
ты с дебалансным, кинематическим и элек-
тромагнитным приводом имеют невысокие 
технические и эксплуатационные показате-
ли. Значительная часть вибрационного обо-
рудования, выполняющего данные техноло-
гические операции, требует больших затрат 
энергии. Кроме того, имеется ряд проблем 
с самой обработкой материалов. Например, 
разделение и сортировка труднопросеивае-
мых материалов, самоочистка сит, дезинте-
грация агломератов. 

Большинство вибрационных машин 
работают в режиме вынужденных колеба-
ний с зарезонансной настройкой. Резонанс-
ные режимы работы машин, являющиеся 

энергетически наиболее эффективными, 
практически нереализуемы из-за их низ-
кой стабильности при обычном резонансе 
вынужденных колебаний. Это объясняется 
крутизной амплитудно-частотной характе-
ристики и малой величиной резонансной 
зоны. Поэтому даже небольшие изменения 
технологической нагрузки выводят машину 
из резонансного режима. 

Положительные результаты по стабили-
зации резонансного режима удалось полу-
чить на основе использования комбинаци-
онного параметрического резонанса [1–4]. 

Целью данной работы является иссле-
дование динамики вибрационного грохота, 
принцип действия которой основан на са-
мовозбуждении многократного комбинаци-
онного параметрического резонанса. 

Ключевой особенностью вибрационно-
го грохота на многократном комбинацион-
ном параметрическом резонансе является 
использование параметрического вибровоз-
будителя, предложенного В.И. Антиповым. 
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Он выступает в роли инновационного ви-
бропривода для возбуждения и поддержа-
ния резонансных колебаний грохота. Основ-
ным узлом параметрического резонансного 
вибровозбудителя является роторно-маят-
никовая система, маятники которой совер-
шают колебательное движение в поле цен-
тробежных сил инерции. Маятники этой 
системы образуют инерционный элемент 
(ИЭ) вибровозбудителя. На рис. 1 приве-
дена динамическая модель вибрационного 
грохота. При рассмотрении динамики гро-
хота вводится предположение, что отноше-
ние массы технологической нагрузки к мас-
се рабочего органа менее значения 0,2–0,3. 
В этом случае влияние технологической 
нагрузки можно учесть путем введения так 
называемой присоединительной массы.

Ротор ИЭ 4 массой m0 этой системы 
состоит из набора отдельных одинако-
вых уравновешенных дисков 7 (рис. 1, б). 
В каждом диске образована пара незамкну-
тых беговых дорожек 9 кругового профиля, 
которые расположены симметрично отно-
сительно двух взаимно перпендикулярных 
его диаметров, а их центры смещены от оси 
вращения ротора в диаметрально противо-
положных направлениях на одинаковые рас-
стояния AB = l. На беговых дорожках раз-
мещены одинаковые маятники 8 массой m 
каждый с возможностью обкатки. Диски 
соединяются между собой в единую кон-
струкцию так, что беговые дорожки одной 
пары повернуты вокруг оси ротора на угол 
γ0 = π/s относительно другой, где s – число 
дисков (s = 2). Ротор ИЭ содержит N = 2s 
тел качения (маятников), расположенных 
попарно в параллельных плоскостях [2].

Вибровозбудитель 3 жестко закрепляется 
на корпусе грохота 1 массой M0. Грохот свя-
зан упругими элементами 5 с основанием, 
которое жестко закреплено на фундаменте 6. 

Два одинаковых вибровозбудителя с па-
раллельно расположенными валами, вра-
щающимися в противоположных направ-
лениях с одинаковой угловой скоростью, 
установлены на коробе грохота так, что их 
суммарная вынуждающая сила проходит 
через центр масс грохота. Согласованная 
работа двух вибровозбудителей на одном 
рабочем органе достигается благодаря 
обобщенному принципу самосинхрониза-
ции [4]. Используется однонаправленная 
упругая система, т.е. перемещение в на-
правлении x ≡ 0.

Система координат Ax′y′z′ с началом в цен-
тре масс ротора ИЭ движется поступательно 
относительно неподвижной системы Oxyz. 

При равномерном вращении ротора ИЭ 
тела качения образуют в поле центробеж-
ных сил инерции подсистему N маятников 
с осями обкатки в центрах кривизны бего-
вых дорожек. Положение беговых дорожек 

определяется углами  а поло-
жение маятников определяется углами φk, 
k = 1, 2, …, N. Предполагается, что выпол-
нены условия, при которых осцилляторы 
качения колеблются без скольжения и отры-
ва, полученные в [5]. 

Примем параметры y, φk, где y – пере-
мещение рабочего органа грохота, за обоб-
щенные координаты системы.

Будем исходить из дифференциальных 
уравнений движения, полученных в [2], 
учитывая, что x ≡ 0. Если ввести безразмер-
ное время τ = λ2t, безразмерную координату 

 и удержать в указанных уравнениях 

величины до третьего порядка относитель-
но координат и их производных, то матема-
тическую модель вибрационного грохота 
можно записать в следующем виде:

  (1)

где      – безразмерные коэффициенты 

линейного демпфирования;   – безразмерные коэффициенты нелинейно-

го демпфирования; β2 = γl2 – коэффициент нелинейности упругих восстанавливающих
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сил;  – безразмерная частота па-

раметрического возбуждения;  

ρc = BCk,   Здесь 
 – общая масса системы; 

JB – момент инерции тела качения отно-

сительно оси обкатки;   

  Точка обозначает диффе-

ренцирование по τ.
Исследуем комбинационный параме-

трический резонанс, когда колебания в си-
стеме (1) возбуждаются на частотах ω1 и ω2, 

связанных с частотой параметрического 
возбуждения  соотношением

  (2)

причем частоты генерации близки к соб-
ственным частотам, т.е.  ω2 ≈ 1, и не 
кратны между собой. Решение уравнений 
(1) будем искать в виде
     k = 1, 2, …, N, 

  (3)

Считая амплитуды Ak, A и фазы θk, 
θ медленно меняющимися величинами 
и применяя метод усреднения [6], получим 
следующую систему уравнений первого 
приближения:

   (4)

     k = 1, 2, …, N,

где      

 Величины   можно рассматривать как парциальные часто-

ты, смещенные за счет нелинейности системы.

                                          а                                                                          б
Рис. 1. Динамическая модель вибрационного грохота
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находим из условия  Это 
приводит к системе алгебраических нели-
нейных уравнений относительно амплитуд 
Ak, A и фаз θk, θ. Поскольку осцилляторы ка-
чения идентичны, то Ak = A0, k = 1, 2, …, N. 
Исходя из симметрии роторно-маятниковой 
системы, указанные уравнения разреша-
лись при выполнении условий

     k = 1, 2, …, N.  (5)

В результате приходим к следующим 
уравнениям:

   (6)

Для определения пяти неизвестных ве-
личин: двух амплитуд A0, A, двух частот ω1 

и ω2, фазы θ, ‒ следует к четырем уравне-
ниям (6) добавить равенство (2). Из первого 
и третьего уравнений (6) найдем отношение 
амплитуд

  (7)

Из уравнений (6) можно также опреде-
лить tgθ и соотношение между расстройками:

  (8)

 где 

Исключив из уравнений (6) фазовый 
угол θ и приняв в качестве расстройки ве-
личину , т.е. расстройку ча-
стоты параметрического возбуждения от-
носительно суммы собственных частот, 
и используя соотношение (7), а также ра-
венство (2), которое теперь принимает вид 

, после некоторых преоб-
разований получим уравнение

   (9)

Воспользовавшись соотношениями (8), (2) и (7), приходим к уравнению 

  (10)

                         а                                                                            б
Рис. 2. Резонансные кривые и частоты генерации
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Уравнения (9) и (10) позволяют числен-

ными методами определить зависимости 
A(Δ), ω1(Δ) и ω2(Δ). Так как величины u0, 
u содержат  A2, то соотношение (7) при-
водит к биквадратному уравнению относи-
тельно A. Это уравнение имеет решение

Из (9) следует условие существования 
стационарных колебаний, которое с учетом 
соотношения 

 

принимает вид

   (11)

Неравенство (11) удовлетворяется тогда, 
когда при линейном демпфировании выпол-
няется пороговое условие  
[3] и когда амплитуды A0, A не превышают 
своих максимальных значений.

Результаты численного моделирова-
ния уравнений (9) и (10) методом итераций 
представлены на рис. 2, а, б в виде зависи-
мостей амплитуды A и частот генерации ω1, 
ω2 от расстройки Δ. На рис. 2, а кривая 1 со-
ответствует комбинационному резонансу, 
когда 

ε = 0,02,   n = 0,25,       

            β2 = 0,15. 

Резонансная кривая 2 соответствует случаю, 
когда β2 = 0,   при неизмен-
ных значениях остальных параметров. Ре-
зонансная кривая 3 построена для величин

        

     β2 = 0

и одинаковых значений других параметров. 
Отметим свойства параметрических 

колебаний на примере амплитудной кри-
вой 1. Внутри интервала Δ1 < Δ < Δ2, где Δ1, 
Δ2 граничные точки области неустойчиво-
сти системы (1), состояние равновесия не-
устойчиво [4]. Граничные точки Δ1 = –0,192, 
Δ2 = 0,163  определяются из уравнений (7) 

и (8) при A0 = A = 0. Можно показать, что 
верхняя ветвь резонансной кривой 1, изо-
браженной сплошной линией, является 
асимптотически устойчивой, а нижняя 
(штриховая) – неустойчивой. В точках ре-
зонансной кривой, отмеченных тонкой ли-
нией, процесс итераций расходится. Точка 
∆ = ∆1 является точкой бифуркации, при 
переходе которой положение равнове-
сия теряет устойчивость и возникает не-
равновесное состояние – периодические 
колебания. 

Из рис. 2, а следует, что резонансные 
кривые не имеют характерного максимума, 
присущего колебательным системам при 
резонансе вынужденных колебаний. Обна-
руживается эффект расширения резонанс-
ной зоны. Многократный комбинационный 
резонанс самовозбуждается в области не-
устойчивости положения равновесия систе-
мы при любых начальных условиях, кроме 
нулевых, что обеспечивает практически аб-
солютную устойчивость резонансного ре-
жима колебаний.

Определим КПД грохота. Для этого вос-
пользуемся теоремой Мэнли-Роу, примени-
мость которой была доказана в работе [1]. 
Мощность, рассеиваемая в колебательной 
системе машины:

 P12 = P1 + P2,  

где  – мощность, потребля-
емая маятниками ИЭ (управляющей подси-
стемой) на частоте ω1;  – 
мощность, расходуемая на выполнение 
рабочего процесса (полезная мощность). 
Отсюда КПД машины 

   (12)

При настройке ν = 0,25 и после подста-
новки ω2 = ω(1 – ν) в выражение (13) полу-
чаем η = 0,75. Для сравнения отметим, что 
максимальный КПД резонансных вибраци-
онных машин в режиме вынужденных коле-
баний не превышает η = 0,5.

Заключение
Применение параметрических резо-

нансных вибровозбудителей позволяет ста-
билизировать резонансный режим работы, 
значительно снизить энергопотребление, 
а также получать высокие качественные 
и количественные характеристики вибраци-
онного грохота. 
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