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В работе представлены результаты численных экспериментов моделирования распространения волны 
на поверхности водоема, полученных на основе двух общепринятых математических моделей. Более того, 
рассмотренные модели учитывают взаимодействие волны с прямоугольными объектами, и как следствие, 
деформацию волны. Исходным уравнением первой математической модели, описывающей колебание во-
дной поверхности, является волновое уравнение. Вторая математическая модель строится на основе си-
стемы уравнений Навье–Стокса и описывает движения водной среды в мелководных водоемах, при этом 
функция возвышения уровня выражается через значения скорости движения водной среды. В первом случае 
приведены результаты численного моделирования рассеяния плоской волны, взаимодействующей с прямоу-
гольным объектом, установленным на дне водоема, во втором – результаты моделирования распространения 
волновых процессов при обтекании водной средой прямоугольного объекта, имеющего опоры.
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волновое уравнение

THE RESULTS OF NUMERICAL MODELING OF DEFORMATION  
OF FLAT WAVE

Chestyakov A.E., Fomenko N.А., Protsenko E.A., Timofeeva E.F., Grigoryan L.A.
South Federal University, Rostov-on-Don,  

e-mail: cheese_05@mail.ru

In the work results of numerical experiments of modeling of wave propagation on the surface of a basin, 
based on two common mathematical models. Moreover, these models take into account the interaction of waves 
with a rectangular objects, and as a consequence of the deformation of the wave. The governing equation of 
the first mathematical model is the wave equation. This equation describes wavering of the water surface. The 
second mathematical model is based on Navier–Stokes equation and describes the motion of water environment 
in shallow water basins; in this case the level elevation function is calculated on the basis of the velocity of the 
water environment. In the first case, presented the results of numerical modeling of scattering of flat wave with a 
rectangular object mounted on the bottom of the basins, in the second – the results of modeling of wave propagation 
at a flow of aqueous medium around of rectangular object having the bearing.
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При распространении волн в мелковод-
ных водоемах нередко на их пути встре-
чаются различные препятствия, такие как 
волноломы, пирсы, берегоукрепительные 
сооружения и др. В результате чего про-
исходит деформация волны. Также не-
маловажным является то, что в результате 
постоянного воздействия волн на берегоу-
крепительные сооружения происходит их 
разрушение. И изучение волновых про-
цессов, происходящих около надводных 
и полностью погруженных в жидкость тел, 
является важной задачей, так как модели-
рование данных процессов позволяет пред-
угадать последствия этих воздействий.

В работе приведены результаты чис-
ленных экспериментов моделирования 
распространения волны на поверхности 
водоема. Представлены модели, в которых 
объект, находящийся в жидкости, рассма-
тривается как прямоугольник. В первом 
случае как объект, простирающийся от дна 
до поверхности жидкости, во втором, как 
объект, имеющий опоры, установленные 
на дне водоема.

Постановка волновой задачи
Требуется найти решение неоднородно-

го волнового уравнения:

	 ( ) ( )2 2
tt x yx y

H a H a H f′′′′ ′ ′= + + , 	 (1)
удовлетворяющего начальным условиям:
	 0( , ,0) ( , )H x y x y= ϕ , 	

	 1( , ,0) ( , )tH x y x y′ = ϕ 	 (2)
и граничным условиям:
	 ( , , )H x y t = a , при 1( , )x y ∈ γ .	 (3)

	 ( , , )nH x y t H′ = a + β , при 2( , )x y ∈ γ , 	 (4)
где a – волновое число, f – функция, опи-
сывающая распределение и интенсивность 
колебаний.

Аппроксимация задачи
Расчетная область вписана в прямоу-

гольник. Покроем область равномерной пря-
моугольной расчетной сеткой ω = ωt×ωx×ωy:
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,

,

,
где n, i, j – индексы по временной коорди-
нате и пространственным координатным 
направлениям Ox, Oy соответственно, ht, 
hx, hy – шаги по временной координате 
и пространственным координатным на-
правлениям Ox, Oy соответственно, Nt, Nx, 
Ny – количество узлов по временной коор-

динате и пространственным координат-
ным направлениям Ox, Oy соответственно, 
lt, lx, ly – длина расчетной области по вре-
менной координате и пространственным 
координатным направлениям Ox, Oy соот-
ветственно.

Построим разностную схему, аппрок-
симирующую уравнение (1) с соответству-
ющими граничными и начальными усло-
виями (2)–(4). Для получения дискретной 
модели воспользуемся интегро-интерполя-
ционным методом [1–3]. Проинтегрируем 
уравнение (1) по области Dtxy: 

[ ]{ }1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2, , , , ,n n

txy i i j jD t t t x x x y y y- +
- + - +   ∈ ∈ ∈ ∈    ,

в результате чего получим:
2 2

txy txy txy txy

tt xx yy
D D D D

H dtdxdy a H dtdxdy a H dtdxdy fdtdxdy′′ ′′ ′′= + +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ .

После вычисления интегралов в левой и правой части уравнения разделим полученное 
выражение на hx, hy, ht, в результате чего получим конечно-разностную схему аппроксими-
рующую задачу (1)

1 1
, , , 1, , 1, , 1 , , 12 2

,2 2 2

2 2 2n n n
i j i j i j i j i j i j i j i j i j n

i j
t x y

H H H H H H H H H
a a f

h h h

+ -
+ - + -- + - + - +

= + + ,

( )1 1
, 1 , 1 2 , 2 ,1n n n

i j i j i j i jH H H H+ -= σ + - σ - σ + σ .

Рис. 1. Рассеяние плоской волны на прямоугольнике
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Результаты численных экспериментов

На рис. 1 приведены результаты числен-
ных экспериментов по моделированию рас-
сеяния волны на прямоугольнике.

Постановка задачи волновой
При построении двумерной матема-

тической модели движения водной среды 
воспользовались трехмерной гидростатиче-
ской моделью [7, 14]. Исходными уравнени-
ями гидродинамики (теории мелкой воды) 
являются:

– система уравнений Навье–Стокса [1–4, 8]

	
1

t x y z xu uu vu wu P′ ′ ′ ′ ′+ + + = - +
r 	

	 ( ) ( ) ( )x y zx zy
u u u

′′ ′′ ′ ′+ m + m + h ,	

	
1

t x y z yv uv vv wv P′ ′ ′ ′ ′+ + + = - +
r 	

	 ( ) ( ) ( )x y zx zy
v v v

′′ ′′ ′ ′+ m + m + h , 	 (5)
– уравнение неразрывности для несжи-

маемой жидкости

	 0x y zu v w′ ′ ′+ + = , 	 (6)
– уравнение гидростатики [9, 10]

	 ( )P g z= r + x . 	 (7)
Система уравнений (5)–(7) рассматрива-

ется при следующих граничных условиях:
– на дне условие непроницаемости 

и трения [4, 14]

	 , ( )v n x bu t′r h = t ,	

	 , ( )v n y bv t′r h = t ,	

	 0nV = ,	
– на поверхности задается подъем уров-

ня и ветровые напряжения [11]

	 , ( )n x pu t′rh = -t ,	

	 , ( )n y pv t′rh = -t ,	

	 tw ′= -x ,	
– на боковых границах условие сколь-

жения без трения
	 0nu′ = , 0nv′ = , 0n′x = ,	
где x – функция подъема уровня (функция 
возвышения), V = {u, v, w} – вектор скоро-
сти движения водной среды, P – давление, 
m, h – коэффициенты турбулентного обмена 

по горизонтальному и вертикальному на-
правлениям соответственно, g – ускорение 
свободного падения, r – плотность жидко-
сти, tx, ty – тангенциальное напряжение на 
дне жидкости.

Уравнение гидростатики в случае на-
личия на поверхности жидкости надводно-
го тела [13]:

	 ( ) g
g

P
P g z P g z

g
 

= r + c + = r + c + r 
.	

Доопределим функцию возвышения 
в случае наличия на поверхности жидкости 
надводного тела:

	 ,gP
g

x = c +
r

	

где c – функция, описывающая геометрию 
дна надводного тела. 

Двумерная модель гидродинамики
Расчетной областью является прямоу-

гольник. Так же, как и в случае волновой 
задачи, покроем область равномерной пря-
моугольной расчетной сеткой w = wt×wx×wy.

Уравнение неразрывности (6) в гидро-
статическом случае запишется в виде

	 ( )( ) ( )( ) 0t x y
H u H v′ ′′θ + + θ + + θ = , 	 (8)

где ( )min ,θ = c x .
Система уравнений Навье–Стокса (5) 

с учетом гидростатического приближения 
в двумерном случае запишется в следую-
щем виде:

	 ( )( ) ( ) ( )x yt
H u H uu H vu′ ′ ′+ θ + + θ + + θ = 	

	 ( ) ( )( )x x x
g H H u ′′ ′= - + θ x + + θ m + 	

	 ( )( ) , ,x p x b
y y

v

H u
t t′′+ + θ m + -
r r

,	

	 ( )( ) ( ) ( )x yt
H v H uv H vv′ ′ ′+ θ + + θ + + θ = 	

	 ( ) ( )( )y x x
g H H v ′′ ′= - + θ x + + θ m + 	

	 ( )( ) , ,y p y b
y y

v

H v
t t′′+ + θ m + -
r r

. 	 (9)

Схемы расщепления  
по физическим процессам

Рассмотрим двумерную модель движе-
ния водной среды, представленную урав-
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нениями (8), (9). Воспользуемся схемами 
расщепления по физическим процессам [2, 
9–12] для системы (9). При этом решение 
исходной задачи находится вначале на не-
ком промежуточном временном слое:

( ) ( )
n n

x
t

u uH H uu
h

+σ - ′+ θ + + θ +

( ) ( )( )y x x
H vu H u ′′ ′+ + θ = + θ m +

( )( ) , ,x p x b
y y

v

H u
t t′′+ + θ m + -
r r

,

( ) ( )
n n

x
t

v vH H uv
h

+σ - ′+ θ + + θ +

( ) ( )( )y x x
H vv H v ′′ ′+ + θ = + θ m +

	 ( )( ) , ,y p y b
y y

v

H v
t t′′+ + θ m + -
r r

,	 (10)

а затем на следующем

( ) ( )
1n n

x
t

u uH g H
h

+ +σ- ′+ θ = - + θ x ,

	 ( ) ( )
1n n

y
t

v vH g H
h

+ +σ- ′+ θ = - + θ x .	 (11)

Для решения задачи (11) необходимо 
вычислить функцию возвышения уровня 
для этого продифференцируем первое урав-
нение данной системы по переменной x, 
второе по y и сложим их в результате чего 
получим:

( )( ) ( )( )1n n

x x

t

H u H u

h

+ +σ′ ′+ θ - + θ
+

( )( ) ( )( )1n n

y y

t

H v H v

h

+ +σ′ ′+ θ - + θ
+ =

( )( ) ( )( )x yx y
g H g H ′′′ ′= - + θ x - + θ x .

С учетом выполнения уравнения нераз-
рывности поля скорости данное уравнение 
может быть записано:

( )( ) ( )( )t t x t yx y
h H h H ′′′ ′ ′θ - + θ x - + θ x =

( )( ) ( )( )n n

x y
g H u g H v+σ +σ′ ′= - + θ - + θ .(12)

Уравнения системы (10)–(12) решают-
ся в следующем порядке: вначале находим 
поле скорости на промежуточном времен-
ном шаге (10), затем находим функцию воз-
вышения уровня (12) и потом уточняется 
поле скорости (11).

Приведены результаты численных экс-
периментов по моделированию распростра-
нения гидродинамических волновых про-
цессов, которые дают возможность провести 
оценку воздействия волн на сооружения, 
имеющие опору на дне водоема (рис. 2). 

Область применения – построение поля 
скоростей движения водной среды на сетках 
с высокой разрешающей способностью, учи-
тывающих такие физические параметры, как 
ветровые напряжения, трение о дно, форму, 
амплитуду и частоту волновых колебаний, 
рельеф дна и учет наличия различных соору-
жений в мелководном водоеме. 

Рис. 2. Динамика изменения функции возвышения уровня
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Заключение

Разработана двумерная модель волно-
вых гидродинамических процессов, кото-
рая описывает движение водной среды как 
в случае наличия препятствия (сооружений, 
конструкций) на поверхности водоема, так 
и в случае его отсутствия. Из полученной 
системы уравнений нетрудно получить мо-
дель движения мелкой воды и двумерную 
модель, не учитывающую изменение геоме-
трии водной поверхности. При моделирова-
нии плоских двумерных течений впервые 
использована дискретная модель, учитыва-
ющая частичную заполненность контроль-
ных областей, отличную от нуля и едини-
цы, для описании сложной границы раздела 
двух сред.

Работа выполнена при частичной под-
держке проектов Программы № 43 фун-
даментальных исследований Президиума 
РАН по стратегическим направлениям раз-
вития науки «Фундаментальные проблемы 
математического моделирования».
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