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Решена задача упреждающего управления тепловыми процессами здания при использовании комбини-
рованного отопления. Задача решена для комбинаций приборов воздушного и радиаторного отопления при 
релейной логике управления вентилятором воздушного отопления. Выполнено преобразование и уточнение 
термодинамической дискретной математической модели здания. Приведен алгоритм решения задачи упреж-
дающего управления. Алгоритм позволяет рассчитать стратегию упреждающего управления для заданного 
графика теплового комфорта, обеспечивающую минимальные затраты на энергию, потребляемую системой 
отопления в пределах скользящего горизонта прогнозирования. При расчётах учитывается наличие различ-
ных тарифов на тепловую и электрическую энергию и их зависимость от времени суток. Линейный вид 
математической модели объекта управления и критерия оптимальности позволяют использовать методы 
линейного программирования для расчета стратегии упреждающего управления, способствуя относительно 
простой практической реализации данного алгоритма.
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Hose temperature control with combined heating system requires MIMO optimization algorithm. Using 

classical optimization methods becomes very complex due to boundaries conditions. Model Predictive Control 
(MPC) algorithm is suboptimal but through solving optimization control problem on each time-step over receding 
prediction horizon it allows to minimize deviation from unpredicted disturbance. This article describes practical 
solution of model predictive temperature control problem for houses with combined heating system in this article. 
Considered heating system includes radiators and air sources with on-off control of air fan. Obtained in earlier work 
discrete-time thermodynamic model and certain boundaries are modifi ed for control algorithm. Model predictive 
control algorithm based on linear programming is presented. The algorithm computes suboptimal control strategy 
which minimizes costs of consuming energy over receding prediction horizon with set temperature diagram. 
Different energy tariffs depending on times of day are taken into account during computation. Linear representation 
of thermodynamic model and fi tness function allows using linear programming methods for computation of 
predictive control strategy that gives fl exible possibilities for practical realization. 
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Ранее, в работе [4], была выполнена по-
становка задачи упреждающего управления 
тепловыми процессами зданий при комбини-
рованной системе отопления с использовани-
ем математической модели. В данной статье 
рассмотрен алгоритм решения этой задачи.

Поскольку прогноз состояния объекта 
управления выполняется только в пределах 
горизонта прогнозирования, то решение яв-
ляется оптимальным только для временного 
интервала, соответствующего данному го-
ризонту. При этом оптимальная траектория 
движения системы, полученная для горизон-
та прогнозирования, может не совпадать с оп-
тимальной траекторией для всего интервала, 
на котором осуществляется управление. Это 
связано с тем, что в процессе расчёта решения 
для текущего горизонта прогнозирования, 

на интервале за пределами горизонта может 
произойти изменение условий функциониро-
вания системы, которое не учитывается при 
расчётах на текущем шаге [5, 2].

На первый взгляд, квазиоптимальность 
является существенным недостатком упреж-
дающего управления со скользящим горизон-
том прогнозирования по сравнению с клас-
сическими методами, где обеспечивается 
оптимальность на всем интервале управления. 
Однако алгоритм упреждающего управления 
позволяет избежать накопления ошибки из-за 
долгосрочного прогноза благодаря скользя-
щему горизонту прогнозирования и мини-
мизировать ошибку от непрогнозируемых 
событий и процессов за счет пересчета управ-
ляющих воздействий на каждом шаге с уче-
том текущего состояния объекта управления.
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В [4] была представлена уточненная математическая модель объекта управления 
для задачи упреждающего управления в следующем виде:

  (1)
и уравнение выхода в виде уравнения результирующей температуры:

  (2)

где   k – номер текущего шага; n – номер шага 
прогнозирования (n = 1…N);    – посто-
янные коэффициенты; Ta,int – температура 
воздуха в помещении; Tsurf – средняя темпе-
ратура внутренних поверхностей огражда-
ющих конструкций; Tw – средняя темпера-
тура внутреннего материала ограждающих 
конструкций; Tsurf,ext – средняя температу-
ра наружной поверхности ограждений; 
Ta,vent – температура воздуха, подаваемо-
го в помещение приточной вентиляцией; 
Ta,ext – температура наружного воздуха; QB – 
конвективные теплопоступления от воз-
душного отопления;  – конвективные 
теплопоступления от радиаторного отопле-
ния;  – радиационные теплопоступления 
от радиаторного отопления; uP, uB – управ-
ляющие воздействия воздушного и радиа-
торного приборов отопления.

На практике чаще всего встречается 
релейная логика управления вентилятором 
воздушного отопления. В связи с этим не-
обходимо добавить дополнительное огра-
ничение вида
   (3)

где xЭВ  {0, 1};  QЭВ – электри-
ческая мощность, потребляемая вентилято-
ром воздушного отопления;  – верхнее 
ограничение управляющего воздействия 
воздушного отопления.

Путем моделирования было установ-
лено, что теплообмен между наружной 

поверхностью и внутренним слоем ограж-
дения, а также между внутренним слоем 
и внутренней поверхностью ограждения 
имеет большую тепловую инерцию. Это го-
ворит о том, что изменение температур Tw, 
Tsurf,ext и Ta,ext будет приводить к незначитель-
ным изменениям результирующей темпера-
туры Tsu в пределах горизонта прогнозиро-
вания и поэтому переменные состояния Tw 
и Tsurf,ext учитываться не будут. По этой же 
причине нет необходимости в прогнозиро-
вании будущих значений уличной темпера-
туры Ta,ext в пределах горизонта прогнози-
рования. Будем учитывать только текущее 
значение Ta,ext для оценки тепловых потерь. 
Принятые допущения упростят структуру 
системы управления и уменьшат размер-
ность задачи оптимизации при незначи-
тельном снижении точности управления.

При детальном рассмотрении (1) вид-
но, что правые части уравнений в общем 
случае зависят только от начальных значе-
ний переменных, полученных на шаге k, от 
предыдущих значений управляющих воз-
действий и от возмущающих воздействий. 
Обозначим сумму начальных значений, 
умноженных на соответствующие коэффи-
циенты  и ai,j как bi. Коэффициенты при 
управляющих воздействиях будем обозна-
чать как si,j, где i – соответствует номеру 
уравнения дискретной модели для гори-
зонта прогнозирования N.

В результате вышесказанных допуще-
ний и произведенных преобразований си-
стема уравнений (1) и выражение (2) при-
мут следующий вид:
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  (4)

Ограничения для задачи упреждающего управления из [4] и неравенство (3) после ана-
логичных преобразований и приведения к каноническому виду путем добавления дополни-
тельных переменных x запишутся следующим образом:

   (5)

Переменная x6(k + n) в последнем уравнении системы (5) является вспомогательной 
и добавлена для обеспечения условия неотрицательности свободных членов.

Критерий оптимальности, полученный в [4], также можно выразить через управляющие 
воздействия, подставив в его выражение уравнения для QB(k + n), ,  из 
(4). Обозначим получившийся свободный член как b0, а коэффициенты при управляющих 
воздействиях через s0,j.

Тогда при релейном управлении вентилятором критерий оптимальности примет вид

   (6)

Алгоритм управления

Как отмечалось в [4], для решения по-
ставленной задачи упреждающего управле-
ния используется метод линейного програм-
мирования. Физический смысл решения 
задачи упреждающего управления методом 
линейного программирования заключа-
ется в переборе вершин области допусти-
мых ограничений до тех пор, пока целевая 
функция не примет минимальное значение. 
Найденной вершине будут соответствовать 
оптимальные значения управляющих воз-
действий, в пределах заданного горизонта 
прогнозирования N и соответствующие им 
прогнозируемые переменные состояния [4].

В свою очередь задача линейного про-
граммирования имеет различные методы 
решения. Наиболее известным и распро-
страненным является симплекс-метод. Ос-
новным преимуществом симплекс-метода 

является наглядность и удобство анализа 
процесса решения задачи благодаря пред-
ставлению промежуточных результатов 
в виде симплекс-таблиц.

При использовании симплекс-метода 
переменные в левой части уравнений при-
нято называть базисными, а дополнитель-
ная переменная x6(k + n) является искус-
ственным базисом. Переменные в правой 
части уравнений называют свободными.

Для выполнения начальных условий за-
дачи переменные, являющиеся искусствен-
ным базисом, должны быть равны нулю. 
Это можно обеспечить, решив вспомога-
тельную задачу с целевой функцией вида

   (7)

Поскольку x6(k + n) ≥ 0, то оптимально-
му решению будет соответствовать значе-
ние целевой функции (7), равное нулю.
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позволит привести систему (5) к требуемому 
виду, либо, если окажется что минимум кри-
терия (7) достигается при значении больше 
нуля, покажет, что система не имеет решения 
при заданных начальных условиях.

Второй вариант возможен, если систе-
ма управления не может перевести объект 
из исходного состояния в конечное, которое 
удовлетворяет заданным ограничениям за 
время, соответствующее горизонту прогно-
зирования. Такая ситуация может случиться 
при включении системы и ее выходе на за-
данный график работы. Данную проблему 
можно решить, используя граничные зна-
чения управляющих воздействий uP и uB, 
в зависимости от знака разницы заданного 
и реального значения результирующей тем-
пературы:

   (8)

Учитывая, что выход системы за об-
ласть допустимых решений случает-
ся довольно редко, при возникновении 
внештатных ситуаций, то использование 
последнего описанного способа для по-
добных ситуаций не окажет большого 
влияния на увеличение стоимостных за-
трат на потребляемую системой отопле-
ния энергию в целом. 

Симплекс-метод предполагает построе-
ние симплекс-таблиц, состоящих из свобод-
ных членов и коэффициентов систем (4, 5) 
и целевой функции (6).

Ниже приведем алгоритм решения зада-
чи с использованием симплекс-таблиц [3].

1. Заполняется симплекс-таблица для 
вспомогательной задачи (таблица).

Каждая строка таблицы соответствует 
уравнению из системы (4) и (5), а послед-
няя строка соответствует целевой функции.

2. В строке коэффициентов целевой 
функции (не считая свободного члена) вы-

бирается отрицательное значение коэффи-
циента, обычно максимального по модулю. 
Если все коэффициенты положительны 
и свободный член в строке Cadd равен нулю, 
то оптимальное решение достигнуто, при-
чем значения переменных определяются 
столбцом свободных членов, а оптимальное 
значение функции – клеткой, соответствую-
щей свободному члену.

3. В столбце j = j0, который соответству-
ет выбранному на предыдущем шаге коэф-
фициенту целевой функции, среди поло-
жительных коэффициентов  выбирается 
разрешающий элемент , т.е. элемент для 
которого минимально отношение . 
Если положительных коэффициентов нет, 
то задача не имеет решения.

4. Все члены строки, содержащей разре-
шающий элемент, делятся на . Получен-
ная строка вносится на то же место в новой 
таблице.

5. Из каждой оставшейся i-й (i ≠ i0) стро-
ки вычитается получившаяся строка, ум-
ноженная на коэффициент  оставшейся 
строки. В результате в клетках, соответству-
ющих столбцу j = j0, появляются нули. Пре-
образованные строки записываются в новой 
таблице на место прежних. Вместо базисной 
переменной с индексом i0 записывается сво-
бодная переменная с индексом j0. Свободная 
переменная при этом не заменяется.

Далее идет переход на шаг 2.
После того, как оптимальное решение 

достигнуто (свободный член в строке целе-
вой функции равен нулю), переходим к ре-
шению основной задачи.

Начальная симплекс-таблица исходной 
задачи будет соответствовать последней та-
блице вспомогательной задачи (в которой сво-
бодный член в строке целевой функции равен 
нулю), за исключением строки, содержащей 
целевую функцию. Если в целевой функции 
(6) присутствуют переменные, которые после 
решения основной задачи стали базисными, 
то эти переменные необходимо выразить че-
рез свободные путем подстановки.

Пример симплекс-таблицы

Базис
Свободные переменные

uB(k) uB(k + 1) … uP(k + N) x5(k) … x5(k + N) 

Ta,int(k + 1) b1 s1,1 s1,2 … s1,2N 0 … 0

Ta,int(k + 2) b2 s2,1 s2,2 … s2,2N 0 … 0

... ... ... ... ... ... ... ... ...

x6(k + n) b8,N s8N,1 s8N,2 … s8N,2N –s8N,2N+1 … –s8N,3N

–Cadd … …
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аналогичен вышеописанному, за исклю-
чением того, что оптимальное решение 
определяется на шаге 2 только путем 
отсутствия отрицательных коэффициен-
тов в строке, соответствующей целевой 
функции.

Поскольку управление воздушным 
вентилятором происходит релейно, то 
после решения основной задачи необхо-
димо еще решить частично целочислен-
ную задачу. Для этого воспользуемся ме-
тодом отсечения (Гомори), который схож 
с симплекс-методом [3].

Суть метода Гомори заключается в по-
строении дополнительных ограничений, ко-
торые определенным образом уменьшают 
исходную область допустимых решений, 
пока все требуемые переменные не примут 
целые значения.

Алгоритм, используемый при решении 
частично целочисленной задачи линейного 
программирования, имеет следующую по-
следовательность:

1. Найти оптимальное решение задачи 
(4–6) без условия целочисленности. Если 
xЭВ(k + n)  {0, 1}, для n = 1…N, то зада-
ча решена, в противном случае перейти 
к шагу 2.

2. Выбрать среди xЭВ(k + n), при n = 1…N 
дробную переменную с максимальной 
дробной частью и построить дополнитель-
ное ограничение по соответствующей ей 
i-й строке [1]:

   (9)

где X – переменная состояния; m – новая 
строка в симплекс-таблице.

Значение коэффициента δi,j определяет-
ся исходя из следующих условий.

a) для переменных состояния, которые 
могут принимать нецелочисленные значения:

   (10)

б) для переменных состояния, принима-
ющих только целочисленные значения:

где  и  – модифицированный свобод-
ный член и коэффициенты переменных со-
стояния соответственно, полученные в ре-
зультате решения задачи на шаге 1;  
и  – дробные части чисел  и  (где 
дробная часть это такое наименьшее неот-
рицательное число, что разность между ис-
ходным и этим числом есть целое).

3. Добавить дополнительное ограниче-
ние (9) к последней полученной симплекс-
таблице и перейти к шагу 1.

Вышеописанный алгоритм выполняется 
на каждом шаге k. Результатом решения яв-
ляются значения управляющих воздействий 
радиаторного и воздушного отопления для 
каждого шага в пределах заданного гори-
зонта N. Реализуются управляющие воз-
действия только для текущего шага, затем 
осуществляется переход на следующий шаг 
и расчеты повторяются.

На рисунке приведен график изменения 
результирующей температуры Tsu и прогно-
за результирующей температуры Tsu,p, полу-
ченный в результате моделирования работы 
алгоритма упреждающего управления для 
прерывистого режима.

Моделирование проводилось при следу-
ющих условиях:

– тепловая мощность воздушного и ра-
диаторного отопления по 4 кВт;

– объем помещения: 300 м3;
– время начала и окончания рабочего ре-

жима соответствует 3,5 и 15,5 ч;
– горизонт прогнозирования: 5 ша-

гов при величине шага прогнозирования 
800 секунд;

– температура уличного воздуха изменя-
ется по синусоидальному закону с периодом 
24 ч, амплитудой 10 °С относительно –5 °С.

Значения прогноза результирующей 
температуры приведены для последнего 
(пятого) шага горизонта прогнозирова-
ния, прогноз которого является наименее 
точным. Полученные графики демонстри-
руют работоспособность представленно-
го алгоритма и достаточно высокую точ-
ность прогнозирования. Преимуществом 
рассмотренного алгоритма является то, 
что он не требует сложных аналитических 
выводов и использует стандартные подхо-
ды для расчёта стратегии управления, что 
упрощает его практическую реализацию 
по сравнению с классическими алгорит-
мами оптимизации.

   (11)
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