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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ 
С ПОМОЩЬЮ НЕЙРОННОЙ СЕТИ ХОПФИЛДА
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Под оптимизацией понимают процесс выбора наилучшего варианта из всех возможных. Большее ко-
личество задач сводятся к задачам оптимизации: безусловная оптимизация нелинейных функций; метод 
наименьших квадратов; решение нелинейных уравнений; линейное программирование; квадратичное про-
граммирование; условная минимизация нелинейных функций; минимакский метод; многокритериальная оп-
тимизация. В свете этих положений актуальность данной работы очевидна и заключается в необходимости 
рассмотрения решения задач оптимизации с помощью нейронной сети. Реализация численных алгоритмов 
осуществлялась посредством программ Matlab. Нейронная сеть представляет собой систему «нейронов», 
взаимодействующих между собой наподобие настоящей нейронной сети мозга. «Нейрон» в данном случае 
представляется неким обладающим состоянием вычислительным процессом, так что сеть может работать 
параллельно. Искусственная сеть «обучается» решению некоторой задачи, что, по сути, сводится к вычисле-
ниям весовых коэффициентов матрицы, без всякой «магии». С помощью нейронных сетей пытаются решать 
различные задачи. Целью написания данной работы явилось изучение решения задач оптимизации с помо-
щью нейронной сети Хопфилда. 
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The optimization is the process of selecting the best option of all. A large number of tasks reduced to optimization 
problems: the unconstrained optimization of nonlinear functions; method of least squares; solution of nonlinear 
equations; linear programming; quadratic programming; conditional minimization of nonlinear functions; mini max 
methods; multi-objective optimization. In the light of these provisions, the relevance of this work is evident for the 
need to address solving optimization problems using neural network. The implementation of numerical algorithms 
implemented by software Matlab. A neural network is a system of «neurons», interacting with each other like this 
neural network of the brain. «Neuron» in this case, it is a kind of having state of the computational process, so that 
the network can operate in parallel. Artifi cial network «learns» the solution of certain problems that, in fact, reduced 
to the computation of the weight coeffi cients of the matrix, without any «magic». With the help of neural networks, 
we try to solve various problems. The purpose of writing this paper is to study the solution of optimization problems 
using the Hopfi eld neural network. 
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Нейронная сеть представляет собой 
систему «нейронов», взаимодействую-
щих между собой наподобие настоящей 
нейронной сети мозга. «Нейрон» в дан-
ном случае представляется неким обла-
дающим состоянием вычислительным 
процессом, так что сеть может работать 
параллельно. Искусственная сеть «обу-
чается» решению некоторой задачи, что, 
по сути, сводится к вычислениям весо-
вых коэффициентов матрицы. С помощью 
нейронных сетей искусственная сеть пы-
тается решать различные задачи.

Целью данной работы явилось ре-
шение задачи оптимизации с помощью 
нейронной сети программы Matlab [2]. До-
стижение поставленной цели может быть 
реализовано посредством решения следую-
щих задач:

1. Формирование основ работы ней-
ронных сетей.

2. Выделение проблем, возникающих 
при решении задач оптимизации с помо-
щью нейронной сети Хопфилда.

Выбор оптимального решения прово-
дится, как правило, с помощью некоторой 
функции, называемой целевой функцией. 
Целевую функцию можно записать в виде 

u = f(x), x  G, 
где G – некоторая область ограничений. 

Джон Хопфилд в 1982 году привлек 
к анализу нейронных сетей мощный аппа-
рат статистической физики (на основе ана-
логий между нейронными сетями и особы-
ми физическими системами – спиновыми 
стеклами). Спиновые стекла – это ансамбли 
электромагнитных частиц, находящихся на 
переходе фаз, например на нижней точке 
плавления стекла. Каждая частица обладает 
собственным моментом количества движе-
ния, называемым спином. Спин может иметь 
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только две ориентации S1, S2 относительно 
внешнего магнитного поля, направленного 
по некоторой оси x. Одна из них совпадает 
с направлением поля (S1 = 1), а другая – ему 
противоположна (S2 = –1). Рассмотрим теперь 
пример из области нейронных сетей, в част-
ности обучение элементарного перцептрона 
распознаванию двух изображений, например, 
букв П и Г (рис. 1) [6].

Рис. 1. Эталонные обучающие 
изображения букв

В процессе обучения сети возникают две 
стационарные точки или два аттрактора. Бас-
сейны аттракторов создаются всеми изобра-
жениями букв П и Г с различными дефектами. 
Эти изображения совместно с эталонными 
многократно предъявляются перцептрону 
в процессе обучения сети, когда фактически по 
двум заданным стационарным точкам, исполь-
зуя итерационную процедуру, пытаются найти 
подходящую матрицу весов связей нейросети.

Определение 1. Состояние
    (1)
нейросети называется устойчивым по отно-
шению к произвольному подмножеству M1 
элементов сети, если оно не изменяется при 
одновременном срабатывании любых его 
отдельных нейронов.

Определение 2. Состояние S* нейросе-
ти называется устойчивым или стационар-
ным, если оно устойчиво по отношению 
к асинхронному срабатыванию любых от-
дельных нейронов и одновременному сра-
батыванию всех элементов сети. 

Определение 3. Прямая задача стаци-
онарности для нейронных сетей состоит 
в определении всех стационарных состоя-
ний нейросети по заданной матрице весов 
связей W и вектору порогов θ (или вектору 
смещений W0) нейронов.

Определение 4. Обратная задача стаци-
онарности для нейронных сетей состоит 
в том, чтобы по заданному множеству 

  (2)

стационарных состояний сети определить 
матрицу весов связей W и вектор порогов 
θ (или вектор смещений W0), обеспечиваю-
щих эти стационарные состояния [4].

Все стационарные состояния нейросети 
теоретически можно определить из системы 
уравнений, описывающей все компоненты 
сети. Для этого достаточно выбрать началь-
ное состояние S0 всех нейронов сети и, ис-
пользуя заданный режим их срабатывания, 
определить новое состояние S1 сети, затем, 
воспользовавшись S1 в качестве следующего 
начального состояния, определить состоя-
ние S2 и т.д. В результате этого процесса воз-
никает последовательность состояний сети:
 S0, S1, S2, …, Sk, … (3)

Определение 5. Цикл состояний нейро-
сети, не имеющий внутри себя других ци-
клов, называется минимальным. Очевидно, 
что любые два минимальных цикла либо со-
впадают, либо не имеют общих состояний.

Определение 6. Бассейном BS притяже-
ния цикла Cr (или бассейном аттрактора) 
называется совокупность всех состояний 
нейронной сети, которые притягиваются 
к данному циклу: . Бассейны 
притяжения любых двух циклов Ck, Cm . C не 
пересекаются, то есть 
если k ≠ m, а объединение бассейнов всех 
циклов равно множеству всех состоя-
ний S нейронной сети [9]:

В графической интерпретации бассей-
ны аттракторов включают в себя состояния 
(или точки), соответствующие минималь-
ному циклу, и деревья, стягивающиеся к со-
стояниям или точкам цикла (рис. 2) [3].

Рис. 2. Бассейн аттрактора
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Точки цикла, имеющие непустые дере-

вья, называются точками входа в цикл. Де-
ревья разных точек входа не пересекаются, 
а их совокупность покрывает весь бассейн 
аттрактора.

Хопфилд впервые рассмотрел полно связ-
ную нейронную сеть, состоящую из бинар-
ных элементов с симметричными связями. 
Структура этой сети приведена на рис. 3 [7].

 

Рис. 3. Нейронная сеть Хопфилда

Дискретная сеть Хопфилда состоит из 
единственного слоя нейронов, каждый из 
которых связан со всеми остальными и име-
ет сетевые вход и выход. Сигналы на сете-
вых входах нейронов определяют их выход-
ные сигналы [1]:

При отсутствии сигналов на сетевых 
входах элементы сети функционируют 
в асинхронном режиме, при котором каж-
дый из них определяет свой выходной сиг-
нал в случайные моменты времени с за-
данной средней частотой в соответствии 
с выражением

   (5)

где Uвых.i > θi – соответственно выходной 
сигнал и порог i-го нерона; wji – вес связи 
между j-м и i-м нейронами.

Матрица  весов свя-
зей нейросети симметрична и имеет ну-

левые компоненты на главной диагона-
ли, то есть

   (6)
Такой вид матрицы весов обеспечивает 

устойчивость сети: при подаче на ее входы 
внешних сигналов возникает последова-
тельность состояний сети вида (3), которая 
оканчивается стационарным состоянием. 
Процесс достижения стационарного состо-
яния можно описать с помощью минимиза-
ции специальной энергетической функции:

  (7)

где E – искусственная энергия сети, задан-
ная в виде функции Ляпунова; Uвх.j – внеш-
ний входной сигнал j-го нейрона. 

Энергию всей сети можно представить 
как сумму энергий ее отдельных нейронов:

  (8)

Из выражений (8) и (7) имеем [8]

Рассмотрим изменение энергии ΔEj про-
извольного j-го элемента при его срабаты-
вании:

  (9)

Для бинарных нейронов приращения 
их выходных сигналов может принимать 
только три значения: +1, 0, –1. При этом 
знак приращения ΔUвых.j для j-го элемента 
совпадает со знаком выражения в круглых 
скобках. Действительно, если ΔUвых.j = –1, 
то есть нейрон переходит из единичного со-
стояния в нулевое, то это означает, что в со-
ответствии с выражением (5) выполняется 
неравенство

то есть выражение в круглых скобках соот-
ношения (9) отрицательно. Если ΔUвых.j = 1, 
то рассматриваемый j-й нейрон переходит 



4889

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 2, 2015

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ
из нулевого состояния в единичное и, сле-
довательно,

или

Из совпадения знаков сомножителей 
в выражении (9) следует, что при срабаты-
вании любого j-го нейрона ни его энергия, 
ни энергия всей сети увеличиться не может. 
Она либо остается прежней, если ΔUвых.j = 0, 
либо уменьшается, если ΔUвых.j = 0. Следо-
вательно, по мере срабатывания нейронов 
энергия будет монотонно убывать, пока не 
достигнет одного из своих локальных ми-
нимумов, которому соответствует одна из 
стационарных точек нейросети. Эволю-
ция сети из любого начального состояния 
в силу существования функции Ляпунова 
(7) всегда кончается в одной из ее стацио-
нарных точек, то есть аттракторами в дис-
кретной бинарной сети Хопфилда являются 
только стационарные точки. Это же утверж-
дение справедливо и для дискретной сети 
Хопфилда с биполярными нейронами.

Для хранения некоторо-
го множества изображений 

 в бипо-
лярной сети Хопфилда используется матри-
ца W весов связей с элементами

  (10)

где индекс k указывает на принадлеж-
ность входных сигналов k-му изображе-
нию. При переходе к бинарным нейронам 
элементы wij матрицы W определяются 
соотношением

 
.
 (11)

Пороги qi всех бинарных элементов 
обычно принимаются равными нулю, 
а пороги биполярных нейронов часто 
определяются через сумму элементов ма-
трицы весов:

  (12)

Для сети Хопфилда число p запомина-
емых изображений не должно превышать 
величины, примерно равной 0,15n, где n – 
число нейронов сети.

Кроме того, если есть пары очень по-
хожих изображений, например Sk, Sθ, то 
они могут вызывать у сети перекрестные 
ассоциации, то есть предъявление на вхо-
ды сети изображения Sk может приводить 
к появлению на ее выходе изображения Sθ 
и наоборот.

Задачи, решаемые дискретной сетью 
Хопфилда с бинарными или биполярны-
ми нейронами в качестве ассоциативной 
памяти, формулируются следующим об-
разом: известен набор эталонных дво-
ичных изображений или сигналов. Сеть 
должна уметь по частичной информации 
неидеальных изображений, подаваемых 
на ее вход, выделять эталонные изобра-
жения или давать информацию о том, 
что входной вектор не соответствует ни 
одному из хранимых в ее памяти. Когда 
сеть распознает какое-либо изображение, 
то на ее выходах появляется именно это 
изображение. В противном случае вектор 
выходных сигналов не совпадает ни с од-
ним из эталонных [5].

Пример. Рассмотрим возможности 
дискретной сети Хопфилда с девятью би-
полярными нейронами по распознаванию 
неидеальных изображений букв Н и Т. 
Эталонные изображения S1и S2 этих букв 
приведены на рис. 4, там же дана нуме-
рация элементов изображений, соответ-
ствующая нейронам сети Хопфилда и их 
векторному представлению.

   

Рис. 4. Изображения S1, S2, S3
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В соответствии с исходными данными 

выражение (11) для рассматриваемого при-
мера принимает вид

Рассчитаем вес связи w12: w12 = 1 
(–1) + 1,1 = 0.

В силу общего равенства  так-
же получим, что w21 = w12 = 0. Аналогич-
но рассчитываются и остальные элемен-
ты  матрицы W весов 
связей. Элементы главной диагонали 
матрицы W определяются выражением 
(10) при i = j: w11 = w22 = … = w99 = 0. Ре-
зультаты расчетов матрицы W приведены 
в табл. 1.

Пороги биполярных нейронов сети Хоп-
филда рассчитываются с помощью соотно-
шения (12) и данных табл. 1:

Предъявим сети Хопфилда изображе-
ние S1 буквы Н и рассчитаем выходные сиг-
налы сети после его снятия при двух значе-
ниях порогов: θk = 4 и θk = –4. Результаты 
расчетов приведены в табл. 2.

Из анализа данных табл. 2 следует, что 
вектор выходного изображения сети повто-
ряет изображение S1 в широком диапазоне 
значений порогов. Аналогичная ситуация 
получается и при предъявлении изобра-
жения S2 буквы Т (табл. 3), то есть рассчи-
танная дискретная сеть Хопфилда, как ей 
и положено, повторяет на своем выходе 
идеальные входные изображения.

Предъявим теперь сети изображе-
ние S3И, инверсное изображению S3 (рис. 5). 
Изображение S3 И можно рассматривать как 
искаженное представление буквы Н, у кото-
рого утеряны две отрицательные компонен-
ты. Результаты расчетов для этого случая 
при θk = –4 приведены в табл. 4 (при θk > 2 
изображение не восстанавливается). Сопо-
ставление пятых столбцов табл. 4 и 2 по-
казывает, что сеть восстановила эталонное 
изображение буквы Н.

Таблица 1 
Матрица весов связей

Номера 
нейронов

Номера нейронов
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 0 2 0 2 0 0 0 0
2 0 0 0 –2 0 –2 –2 2 –2
3 2 0 0 0 2 0 0 0 0
4 0 –2 0 0 0 2 2 –2 2
5 2 0 2 0 0 0 0 0 0
6 0 –2 0 2 0 0 2 –2 2
7 0 –2 0 2 0 2 0 –2 2
8 0 2 0 –2 0 –2 –2 0 –2
9 0 –2 0 2 0 2 2 –2 0

Таблица 2
Результаты расчетов выходных сигналов сети Хопфилда 

после предъявления изображения S1 буквы Н

Номера 
нейронов

Компоненты 
изображения S1

Входные сигналы 
нейронов Пороги нейронов Выходные сигналы 

нейронов
1 1 4 –4 или 4 1
2 –1 –10 –4 или 4 –1
3 1 4 –4 или 4 1
4 1 10 –4 или 4 1
5 1 4 –4 или 4 1
6 1 10 –4 или 4 1
7 1 10 –4 или 4 1
8 –1 –10 –4 или 4 –1
9 1 10 –4 или 4 1
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Таблица 3

Результаты расчетов выходных сигналов сети Хопфилда 
после предъявления изображения S2 буквы Т

Номера 
нейронов

Компоненты 
изображения S2

Входные сигналы 
нейронов Пороги нейронов Выходные 

сигналы нейронов
1 1 4 –4 или 4 1
2 1 10 –4 или 4 1
3 1 4 –4 или 4 1
4 –1 –10 –4 или 4 –1
5 1 4 –4 или 4 1
6 –1 –10 –4 или 4 –1
7 –1 –10 –4 или 4 –1
8 1 10 –4 или 4 1
9 –1 –10 –4 или 4 –1

Таблица 4
Результаты расчетов выходных сигналов сети Хопфилда 

после предъявления изображения S3

Номера 
нейронов

Компоненты 
изображения S3И

Входные сигналы 
нейронов Пороги нейронов Выходные 

сигналы нейронов
1 1 4 –4 1
2 1 –6 –4 –1
3 1 4 –4 1
4 1 2 –4 1
5 1 4 –4 1
6 1 2 –4 1
7 1 2 –4 1
8 1 –6 –4 –1
9 1 2 –4 1

Таким образом, мы можем прийти к вы-
воду, что при предъявлении в пакете Matlab 
изображений S1, S2, S3 и сеть попадала в ста-
ционарную точку за один такт времени при 
синхронном срабатывании всех ее элементов. 

Рис. 5. Четырёхнейронные сети Хопфилда

Нейронная сеть функционирует цикли-
чески. Каждый из четырёх нейронов сети 
Хопфилда имеет выходы сигнала, который 
подается на входы всех остальных нейро-
нов, кроме себя самого.

Однако эту сеть нельзя научить практи-
чески ничему. Сеть, содержащая N нейро-
нов, может запомнить не более ~0,15∙N об-
разов. Таким образом, реальная сеть должна 
содержать достаточно внушительное коли-
чество нейронов. Одним из существенных 
недостатков сети Хопфилда является не-
большая ёмкость. Плюс ко всему образы не 
должны быть очень похожи друг на друга, 
иначе в некоторых случаях возможно заци-
кливание при распознавании.

Заключение
Подводя итог проведенного исследо-

вания, можно сформулировать следующие 
выводы и предложения по данной теме. 

1. Каждый нейрон сети в нейронной 
сети Хопфилда получает и передаёт сигна-
лы другим. Связь нейронов зависит от типа 
сети. Сеть Хопфилда является однослойной 
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сетью, потому что в ней используется лишь 
один слой нейронов. Она также является ре-
курсивной сетью, потому что обладает об-
ратными связями. 

2. Решение задач оптимизации с по-
мощью нейронной сети посредством про-
граммы Matlab реализуется через образ, 
который сеть запоминает или распознаёт 
(любой входной образ), образ может быть 
представлен в виде вектора X размерно-
стью n, где n – число нейронов в сети. Вы-
ходной образ представляется вектором Y 
с такой же размерностью. Каждый элемент 
вектора может принимать значения: +1 
либо –1 (можно свести к 0 и 1, однако + 1 
и –1 удобнее для расчётов).
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