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Работа посвящена проблеме идентификации нелинейных систем автоматического управления. Конструк-
тивным подходом в решении данной задачи является использование фильтрующей структуры в виде последо-
вательности Вольтерра. Представлено описание фильтра Вольтерра и структурная схема идентифицируемой 
системы. В данной работе рассматривается применение фильтра Вольтерра 2-го порядка для идентификации 
нелинейных систем, его математическое описание, определяются линейный и квадратичный веса фильтра, 
минимизирующие среднюю квадратичную ошибку. Показана программная реализация задачи идентификации 
нелинейной стационарной системы при помощи фильтра Вольтерра 2-го порядка, рассмотрен пример рабо-
ты программы, представлены графики моделирования входного сигнала, графики выхода реальной системы 
и графики выхода математической модели в виде фильтра Вольтерра 2-го порядка, а также график ошибки на 
выходе, подсчитана среднеквадратическая ошибка приведенного примера реализации.
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This article is devoted to the problem of nonlinear atomatic control systems’ identifi cation. Constructive 
approach here is to use fi ltering structure of Volterra sequence. The author describes Volterra fi lters and identifi cation 
system’ stracture chart. In this article the usage of the 2-nd order Velterra fi lters for nonlinear atomatic control 
systems’ identifi cation is demonstrated, its mathematical description is provided, the fi lters’ linear and quadratic 
weights to minimize medial square error are defi ned. The author shows program implementation of identifi cation 
problem for nonlinear system via the 2-nd order Volterra fi lters, gives the correspondent example, shows schedule 
simulation of the input signal, graphs of the system’s output and the 2-nd order Volterra fi lter’s mathematical model, 
as well as output errors’ graphs. Medial square error for the very example is also provided.
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В последнее время сильно возрастает 
значение исследования систем управле-
ния различного вида, различной степени 
сложности, различных состояний. Методы 
идентификации нелинейных динамических 
систем эффективно применяются в зада-
чах восстановления параметров системы 
и управления сложным техническим объ-
ектом в реальном времени. В качестве ос-
новной трудности данной задачи можно 
назвать необходимость быстрой обработки 
большой базы данных, характеризующей 
работу идентифицируемой системы с тем, 
чтобы управление объектом могло осущест-
вляться в реальном времени.

Задача идентификации объектов со-
ставляет один из основных этапов создания 
систем управления и принятия решений. 
Поскольку реальные объекты обычно ха-
рактеризуются нелинейной, сложной струк-
турой, а также неполнотой математического 
описания и информации, как о самом объек-
те, так и сигналах и помехах, действующих 
на него, необходимо реализовать задачу 
идентификации нелинейных систем [5]. 

Концепция оптимальной линейной 
фильтрации до недавнего времени имела 
огромное влияние на развитие различных 
методов для оценки и обработки стационар-
ных временных последовательностей. Но 
для современных систем управления харак-
теристика линейного фильтра может быть 
неприемлема. Типичным примером являет-
ся случай, когда делается попытка связать 
два сигнала, чьи основные спектральные 
компоненты не перекрываются в частотных 
областях. Поэтому все чаще ставится во-
прос применения нелинейных фильтров. 

Для решения задачи идентификации 
нелинейных объектов разработано мно-
го подходов и методов [1, 3, 6]. Одним из 
конструктивных и многосторонних подхо-
дов является использование фильтрующей 
структуры в форме последовательности 
Вольтерра. Хорошо известны работы Вине-
ра по анализу нелинейных систем с исполь-
зованием белого гауссового входа и так на-
зываемых G-функционалов. Метод анализа 
систем управления на основе рядов Вольтер-
ра был разработан как метод анализа систем 
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уравнений Норбертом Винером, который ис-
пользовал работу итальянского математика 
Вито Вольтерра, чтобы получить входные 
и выходные соотношения для компонентов 
нелинейных систем уравнений. Винер по-
казал, что так называемый функциональный 
ряд Вольтерра может быть использован для 
описания таких систем, пока нелинейность 
в них не проявлялась слишком сильно. 

Следуя его работе, большое число ста-
тей были посвящены использованию рядов 
Вольтерра для оценки и идентификации не-
линейных систем [2, 4], однако относительно 
мало исследователей пытались применить 
методику фильтрации Вольтерра на практике. 
Одна из главных причин – это значительная 
сложность, связанная с разработкой фильтров 
Вольтерра. Например, многие исследователи 
используют методику линеаризации, в кото-
рой фильтр Вольтерра рассматривается как 
линейный фильтр с мультиразмерным вход-
ным сигналом. Так как особенная структура 
фильтра Вольтерра не берется во внимание, 
то возникают серьезные проблемы с матри-
цами. Количество операций, необходимое для 
решения проблемы, увеличивается экспонен-
циально с увеличением порядка фильтра.

В соответствии с этим главное направ-
ление в настоящей работе – найти упроще-
ния как в разработке, так и в реализации 
фильтра Вольтерра (ФВ). Особенно уделим 
внимание фильтру Вольтерра 2-го порядка, 
который состоит из параллельной комбина-
ции линейных и квадратичных фильтров, 
является прототипом нелинейного филь-
тра, при помощи которого можно улуч-
шить характеристики линейного фильтра, 
в некоторых случаях значительно, с отно-
сительно малой ошибкой вычисления.

Фильтр Вольтерра
Первая проблема, возникающая в раз-

работке нелинейных фильтров, – как точно 
описать и охарактеризовать их [2]. Опишем 
фильтр в форме

 (1)

где x(n), y(n) – вход и выход соответствен-
но, а hk (m1, ..., mk) обозначает k-размерные 
весовые последовательности фильтра с па-
раметром множества Sk. 

Множество Sk также указывает область 
суммирования в m1, ..., mk, которая является 
ограниченным объектом lk, где k – множе-
ство целых чисел. 

Так как (1) – это ряд Вольтерра в дис-
кретном времени в p-период, то это фильтр 
Вольтерра p-го порядка. Для того чтобы 
избежать ненужных умножений, предполо-
жим, что hk (m1, ..., mk) – симметрична, т.е. 
ее значения не изменяются при любой пере-
становке элементов m1, ..., mk. Например, 
h(m1, m2) = h(m2, m1).

Надо отметить один из важных аспек-
тов фильтра Вольтерра – выход фильтра 
линейный по отношению к весам ФВ. Ли-
нейность желательна, когда мы имеем дело 
с критерием минимальной средней квадра-
тичной ошибки.

Модель системы, идентифицируемой 
фильтром Вольтерра, представлена на 
рис. 1. Здесь x(n) и s(n) – это случайные про-
цессы с нулевым математическим ожидани-
ем с дискретным параметром n. 

Рис. 1. Структурная схема модели идентифицируемой системы

Фильтр Вольтерра 2-го порядка
Возьмем фильтр Вольтерра 2-го порядка (ФВ2), который состоит из параллельной ком-

бинации линейного и квадратичного фильтров [2]:

  (2)
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где {a(j)} и {b(j, k)} называются линейным 
и квадратичным весом соответственно, а N 
указывает длину фильтра (предполагается 
симметричность квадратичных весов филь-
тра, т.е. b(j, k) = b(k, j)).

Далее возьмем, что x(n) и s(n) – это слу-
чайные процессы с нулевым математиче-
ским ожиданием с дискретным параметром 
n. Нужно найти веса фильтра, которые ми-
нимизируют среднюю квадратичную ошиб-
ку (СКОШ) между s(n) и выходом фильтра 
y(n) (предположение нулевого математи-
ческого ожидания необходимо только для 
удобства и может быть легко изменено), т.е.

  (3)

где предполагается строгая стационарность 
s(n) и x(n) с нулевым математическим ожи-
данием.

Первым шагом в определении миниму-
ма среднеквадратичной ошибки является 
требование бездрейфового выхода фильтра. 
Другими словами, должно быть E[y(n)] = 0, 
так как основной сигнал имеет нулевое ма-
тематическое ожидание.

Тогда имеем следующее соотношение 
между h0 и b(j, k):

  (4)

где  обозначает ав-
токорреляционную функцию x(n). Важно 
включение члена нулевого порядка h0. Не-
которые из предыдущих исследователей не 
имели выхода нулевого порядка, но без это-
го выход минимальной средней квадратич-
ной ошибки фильтра Вольтерра не является 
обязательно бездрейфовым и ошибка имеет, 
следовательно, тенденцию к увеличению, 
в отличие от фильтра Вольтерра 2-го поряд-
ка с h0, выраженном в (4).

Подставляя в (2) выражение (4), полу-
чим формулу для определения фильтра 
Вольтера 2-го порядка:

 (5)

Следующий шаг – определение линей-
ных и квадратичных весов фильтра a(j) 
и b(j, k), которые определяют минимум 
среднеквадратичной ошибки.

Выведем простое решение для опти-
мального фильтра Вольтерра 2-го порядка 
в предположении, что на входе фильтра га-

уссиан. Во-первых, заметим, что (5) может 
быть переписано в виде [7]:

 (6)

где    

Rx указывает на N×N матрицу от x(n), 
где rsx(j, k) = rsx(j – k) – автокорреляционная 
функция входного сигнала x(n). A и B – опе-
раторы линейного и квадратичного фильтра 
соответственно.

Для вывода решения определим 
кросс-корреляционную rsx(j) и кросс-
бикорреляционную tsx(j, k) функции между 
x(n) и s(n) следующим образом:

Поскольку предполагается, что s(n) 
и x(n) – строго стационарны, то как rsx(j), 
так и tsx(j, k) являются независимыми от 
переменной n. Кросс-бикорреляционная 
функция tsx(j, k) определяет статисти-
ческую зависимость между s(n) и x(n), 
которая является критичной при на-
хождении оптимального квадратичного 
оператора фильтра. Кроме того, надо ска-
зать, что кросс-бикорреляционная функция 
является симметричной, т.е. tsx(j, k) = tsx(k, j). 
Отсюда мы можем получить выражения для 
определения линейного и квадратичного 
операторов фильтра.

Программная реализация задачи 
идентификации нелинейной 

стационарной системы при помощи 
фильтра Вольтерра 2-го порядка
Результатом исследования стала про-

грамма, которая выполняет ряд действий:
– формирует нормально распределен-

ный входной сигнал x(n);
– формирует нелинейную функцию от 

входа – выход системы s(n);
– на основе статистической обработки 

данных вычисляет линейный A и квадра-
тичный B операторы ФВ2, используя корре-
ляционные зависимости сигналов;

– моделирует работу ФВ2, выдавая вы-
ход фильтра y(n);

– оценивает остаточную ошибку выхода 
ФВ2 ε(n);

– оценивает ξ – СКОШ выхода ФВ2;
– строит графики входа/выхода и оста-

точной ошибки.
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Данная программная реализация ил-

люстрирует асимптотическую сходимость 
к 0 СКОШ выхода фильтра, отнесенную 
к дисперсии выходного сигнала. Кроме 
того, небольшими изменениями в тексте 
программы можно изменить длину филь-
тра (в приведенном варианте N = 6), мак-
симальное число обрабатываемых значе-
ний сигналов, а также вид нелинейной 
зависимости.

Примеры работы программы приведены 
на рис. 2, 3 для значения n = 600.

На рис. 2 изображены графики случай-
ного распределения x(n), а на рис. 3 изо-
бражены выход реальной системы, задан-
ный случайными значениями s(n), и выход 
математической модели в виде фильтра 
Вольтерра y(n). Программа сама моделиру-
ет гауссовый вход x(n) и нелинейный выход 
системы s(n).

Рис. 2. График случайного распределения x(n)

Рис. 3. График выхода реальной системы, заданный случайными значениями s(n), 
и выхода математической модели в виде фильтра Вольтерра y(n) 

Рис. 4. График ошибки на выходе ε(n)
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Следует заметить, что работа ФВ2 про-

исходит в режиме псевдореального време-
ни, т.к. следующие значения сигналов вход/
выход вырабатываются (поступают) лишь 
после того, как будут обработаны предыду-
щие, т.е. жестко привязаны ко времени ра-
боты фильтра.

На рис. 4 показан график ошибки на вы-
ходе ε(n) и подсчитана среднеквадратичная 
ошибка, составляющая в данном случае 
6 %, что является очень хорошим резуль-
татом для идентификации нелинейных си-
стем. Вообще, для различных значений n 
от 120 до 1200 среднеквадратичная ошибка 
колеблется в пределах от 12 до 6 %.

Выводы
Таким образом, задача по определению 

линейного и квадратичного операторов филь-
тра Вольтерра 2-го порядка с минимальной 
средней квадратичной ошибкой для иденти-
фикации нелинейных стационарных систем 
решена и реализована в программном виде. 
Дальнейшей задачей будет являться усовер-
шенствование этого метода и применение 
фильтра Вольтерра для идентификации ди-
намических нелинейных систем.
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