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Проведен анализ различных форм тонких осесимметричных оболочек вращения при разных граничных 
условиях с целью нахождения функций перемещений, удовлетворяющих условиям закрепления. Учитыва-
лась нелинейная взаимосвязь между перемещениями и деформациями, соответствующая нелинейной тео-
рии. Построены базисные функции, удовлетворяющие граничным условиям как для перемещений и усилий, 
так и для их линейных комбинаций. Рассмотрены замкнутая и незамкнутая в вершине оболочки вращения. 
Полученные базисные функции представляют полиномиальную зависимость от координат. Базисные функ-
ции не ортогональны, но обладают свойством полноты и построены в виде, который позволяет производить 
не только численное, но и аналитическое интегрирование, то есть можно рекомендовать эти функции для 
решения задач теории оболочек с использованием метода Бубнова-Галеркина.
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Analysis of different types of shells satisfying different boundary conditions is performed with the purpose 
to find displacement functions which satisfy restrictive conditions. Nonlinear relation between displacements and 
stresses was considered corresponding to nonlinear theory. Base functions have been constructed satisfying boundary 
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Основным требованием, предъявляе-
мым к численному методу исследования 
конкретной конструкции, является опти-
мальное сочетание ее простоты (наглядно-
сти, простоты реализации и т.п.) и эффек-
тивности (достижения хорошей точности 
при возможно меньших затратах вычисли-
тельного времени). То есть везде, где это 
возможно, надо использовать более простой 
метод [1].

Оболочки вращения, используемые 
в машиностроении, обладают той особен-
ностью, что в основном образующая их 
имеет плавные очертания, и они подвер-
жены действию плавной нагрузки. В этих 
условиях может быть эффективен метод 
Бубнова-Галеркина, который описан в [4] 
и используется для анализа деформации 
ряда конкретных оболочек.

Основным препятствием для примене-
ния метода Бубнова-Галеркина в геометри-
чески нелинейных задачах теории тонких 

оболочек [2] является необходимость под-
бора базисных функций, удовлетворяющих 
нелинейным граничным условиям.

Остановимся на формулировке возмож-
ных типов граничных условий для оболочек 
вращения, которые первоначально были 
представлены в [1]. Поскольку система 
уравнений в неизвестных перемещениях w 
и t = R1θ1 = u – w´, (здесь u и w – тангенци-
альное и нормальное перемещения соот-
ветственно, R1 – радиус кривизны, θ1 – угол 
поворота) имеет шестой порядок, то необ-
ходимо иметь шесть граничных условий.

На контурах оболочки должны быть за-
даны величины u или T1 (тангенциальное 
усилие) и w или N1 (поперечное усилие) и θ1 
или M1 (изгибающий момент) (если контур 
один, то используется условие симметрич-
ности при равенстве нулю угла поворота 
касательной к координатной линии θ = 0). 
Каждый из этих шести параметров должен 
либо равняться нулю, либо иметь конечное 
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значение, либо может выражаться через со-
ответствующее перемещение. Поэтому на 
одном контуре оболочки в общем случае 
может быть осуществлен один из 27 типов 
условий:

u = В∙T1 (В = 0, В, ∞)

w = A∙N1 (A = 0, A, ∞)

 θ1 = ℘∙M1 (℘ = 0, ℘, ∞). (1)
При этом первое условие из (1) A = 0, 

B = 0, ℘ = 0 отвечает условию симметрич-
ности относительно оси θ = 0 для замкну-
той в вершине оболочки вращения.

В общем случае на границе могут быть 
заданы не сами перемещения u и w, усилия 
T1 и N1, а их линейные комбинации. Пока-
жем, что в этом случае задача отыскания 
базисных функций будет также сведена 
к нахождению их для указанных 27 условий 
или их комбинаций.

Направления внутренних усилий в точке 
с координатой θ0 

допустим, что граничные условия вы-
писаны согласно рисунку для линейных 
комбинаций усилий и перемещений, т.е. для 
величин

1 1sin cosN T N= − ξ + ξ ,

sin cosw u w= − ξ + ξ ,

1 1cos sinT T N= ξ + ξ ,

 cos sinu u w= ξ + ξ .  (2)
где ξ = ξ(ρ) – угол между касательной к сре-
динной поверхности оболочки в данной 
точке и прямой β:

 
0

(0) 0, (1) , .θ
ξ = ξ = α ρ =

θ
  (3)

Считаем, что функции, удовлетворяю-
щие условиям для функций , , ,u w N T , полу-
чены (это условия (1)). Тогда, считая T1, N1, u, 
w за неизвестные функции, найдем их из (2):

1 sin cosN T N= ξ + ξ ,

1 cos sinT T N= ξ − ξ ,

sin cosw u w= ξ + ξ ,

 cos sinu u w= ξ − ξ .  (4)
Таким образом, отыскание базисных 

функций для случая, когда граничные усло-
вия заданы линейной комбинацией u и w, N1 
и T1, сводится к отысканию этих функций 
для условий (1).

 Если получение функции ξ = ξ(ρ), вхо-
дящей в (4) в качестве аргумента триго-
нометрической функции, по каким-либо 
причинам затруднительно, то можно при-
менять:

а) для замкнутой в вершине оболочки 
вращения следующее выражение:
 ,ξ = αρ   (5)
поскольку условия (3) тогда будут выполне-
ны,

б) для незамкнутой в вершине оболоч-
ки, имеющей два контура, ξ(ρ0) = α0

1 0 1 0 0
1

0 0

(1) :
1 1
α −α α ρ −α

ξ = α ξ = ρ −
−ρ −ρ

.

Итак, для всего многообразия гранич-
ных условий достаточно иметь базисные 
функции для 27 случаев (1) при рассмотре-
нии замкнутой в вершине оболочки, и 351  
( ) случаев для незамкнутой в вер-
шине оболочки.

для решения задачи методом Бубно-
ва-Галеркина функции u, w и t представим 
в следующем виде:

 
0 0 0

, ,i i i i i i
i i i

u Au w B w t T t
∞ ∞ ∞

= = =

= = =∑ ∑ ∑ .  (6)

дальнейшая цель работы заключается 
в подборе ui, wi, ti для различных типов за-
крепления края в случае осесимметричного 
нагружения оболочки вращения с учётом 
нелинейной связи между деформациями 
и перемещениями, предложенной Л.А. Ша-
поваловым в [5].

Подбор функций ui, wi, ti гораздо про-
ще осуществляется для замкнутой в вер-
шине оболочки вращения (типа купола), 
имеющей один граничный контур, чем для 
оболочки незамкнутой с двумя гранич-
ными контурами. Это связано с тем, что 
удовлетворить условиям симметричности 
(в первом случае) при ρ = 0 проще, чем на 
границе (во втором) при фиксированном ко-
нечном значении координаты ρ = ρ0. В связи 
с этим рассмотрим два случая.
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замкнутая в вершине  
оболочка вращения

1. для всех видов закрепления опорного 
контура такой оболочки базисные функции 
должны удовлетворять одним и тем же ус-
ловиям симметричности (при ρ = 0):

 u = 0, t = 0, N1 = 0.  (7)
При этом третье из условий (7) в пере-

мещениях принимает вид
 t´´ = 0 при ρ = 0. (8)

Условие (8) получается после записи 
выражения для поперечного усилия N1

1 2
1 1 2 1

1 1 2 2 1

( )M Mctg tN M M T
R R R R R

 θ
= + − − − 

 
 (9)

и нахождения 10
lim N
ρ→

 с применением прави-
ла Лопиталя, описанного в [3] для неопре-

делённостей 
0
0
 
  

.

2. Рассмотрим оболочку, имеющую 
следующее закрепление опорного контура 
(при ρ = 1): 

u = 0, N1 = w/A, M1 = t/℘R1,

  w ≠ 0, t ≠ 0.  (10)

Третье из условий (10) после подстанов-
ки выражения для M1 и ряда преобразова-
ний принимает вид

 2
1 2 3 0,m m m′θ + θ + θ =   (11)

где
'

2 1
1 0

1 1

1 ,Rm ctg
R CR

= νλω θ − λ −
℘  

2
2 ,m = λ  2

3
2

,
2

m
R
ν

= − λ

 
1

,
2 3

h
R

λ =  
2

,
2 3

h
R

ω=  2 .
1

EhC =
− ν

 (12)

Здесь h – толщина оболочки; E – модуль 
Юнга, v – коэффициент Пуассона.

Второе условие (10) после подстановки 
выражений для усилий и несложных пре-
образований принимает вид

2
1 2 3 4 5 6a w a t a t a t a t a tt′ ′′ ′+ + + + + +

 3
7 8 9 10 0,a wt a w t a w t a t′ ′′+ + + + =  (13)

где

1
1 ;a

AC
= −

 

'
2 0 1

3 2
2 1

tg 3 ;c Ra
R R

 θ
= λ − 

   
2

4
1

1 ;a
R

 
= λ  

   

2
0

5
1 2

tg 31 ;
2 2

ca
R R

  θ λ
= − ν + − λω     

6 2
1

1 ;a
R

= −
 

7 2
1 1 2

1 ;a
R R R

ν
= − −

 
0

8
1 2

tg ;ca
R R
ν θ

= −
 

9 2
1

1 ;a
R

= −
 

( )2
10 3

1

1 1 ;
2

a
R

= − + ω

  (14)

  Будем искать выражения для функций wi и θi в виде

 
2 4 2 21 ;

1 2 4 2 2

i i

i i
i

w w
i i

+ + ρ ρ
= − −β + −β + + 

 ( )2 3 2 11 ,
1

i i
i i

i

+ +θ = ρ − λ ρ
− λ

 0,1,...,i =  (15)

где λi, βi, w  – константы.
Легко убедиться непосредственной подстановкой, что функции (15) удовлетворяют 

всем условиям симметричности (условие 0
0w

ρ=
≠  накладывает лишь ограничение на 

: ( 0),w w ≠  а также граничным условиям u = 0, t ≠ 0 при ρ = 1 (условие 
1

0w
ρ=

≠  наклады-
вает ограничение на 2:

(1 )(2 2)(2 4)i

w w
i i

≠
−β + +

).
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Остаётся убедиться, что существуют значения λi и βi, отличные от 1, при которых и ус-

ловия (11) и (13) были бы удовлетворены. После подстановки (15) в (11) и (13) и преобра-
зований, получаем

1 3 2

1 3 2

2 3 ( ) / ( 0,1,...),
2 1 ( ) /i
i m m m i
i m m m
+ + +

λ = =
+ + +  

 
1 7 9

1 7 9

1( ) (2 3)
2 4 ( 0,1,...),

1( ) (2 1)
2 2

i

i

i

a a w a i
i i

a a w a i
i

 α + + − + + + + β = =
 α + + − + + + + 

  (16)

где

0
0 2 5 8 10 3 6 4

0 0

3 6( ) ,
1 1

a a a a a a a− λ
α = + + + + + +

− λ − λ

2 5 8 10 3 6
1( ) (2 3 (2 1))

1i i
i

a a a a a a i iα = + + + + + + − λ + +
− λ

 4
1 ((2 3)(2 2) (2 1)(2 )) ( 1,2,...).

1 i
i

a i i i i i+ + + − λ + =
− λ   (17)

В общем случае, λi и βi отличны от 1, 
значит, функции (15) удовлетворяют всем 
граничным условиям и действительно яв-
ляются искомыми.

3. Рассмотрим ряд важных частных слу-
чаев, имеющих предельный для A и ℘ ха-
рактер.

a) A = 0. Тогда a1 = –1/(AC) → ∞ при 
ρ → 1, а

 

1
1

2 4
1

2 2

i

i

a w
i

a w
i

 − + + β → =
 − + +   

 
1 (2 4) 2 2 .
1 (2 2) 2 4

w i i
w i i

− + +
= ⋅

− + +   (18)

Решение в функциях (15) существует.
б) A = ∞. В этом случае a1 = 0. Подстав-

ляя a1 в (17), находим βi. Решение существу-
ет.

в) ℘ = ∞. Тогда 11 / ( ) 0.CR℘ =  Подстав-
ляя это выражение в (12), получим m1. Ре-
шение существует.

г) ℘ = 0. Тогда m1 =∞, 1

1

1i
m
m

λ → =  при 

ρ → 1, а ti → ∞. Неприводимый случай. Ис-
пользовать для него функции (15) нельзя.

4. Рассмотрим ещё два важных случая 
закрепления граничного контура оболочки, 
замкнутой в вершине.

4.1. Пусть мы имеем абсолютно жёст-
кую заделку, то есть при ρ = 1 
 u = 0, w = 0, t = 0.  (19)

Можно решать эту задачу, используя 
следующие базисные функции:

2 4 2 2 1 1 ;
2 4 2 2 2 4 2 2

i i

iw
i i i i

+ +ρ ρ
= − − +

+ + + +

( )2 3 2 12 2 ,
2 3

i i
i

it
i

+ ++
= − ρ −ρ

+
 0,1,... .i =  (20)

В том, что они удовлетворяют всем гра-
ничным условиям, легко убедиться непо-
средственной подстановкой.

4.2. Пусть мы имеем закрепление типа 
«скользящей заделки», т.е. при ρ = 1 
 w = 0, t = 0, T1 = 0, u ≠ 0. (21)

Третье условие (21) эквивалентно сле-
дующему:

 1
0

2

tg 0Ru uc
R

′ + ν θ =  при ρ = 1.  (22)

Эту задачу можно решать, используя 
следующие базисные функции:

2 4 2 21 1 1 ;
1 2 4 2 2 2 2 2 4

i i
i

i i i
i

w
i i i i

+ + − γ ρ ρ
= −β +β − −β + + + + 

( )2 3 2 1 ,
1

i ii i
i

i

t + +γ −β
= ρ −ρ

−β
 0,1,2... ,i =   (23)
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где 

1 2 0

1 2 0

2 3 ( / ) tg ,
2 1 ( / ) tgi
i R R c
i R R c
+ + ν θ

γ =
+ + ν θ  

(2 5 )(2 2) 0,1,2... .
(2 3)(2 4)

i
i

i i i
i i
+ − γ +

β = =
+ +

Функции (23) удовлетворяют всем условиям (21), (22) и (7), (8).
Незамкнутая в вершине оболочка вращения

Приведём здесь результаты лишь для одного варианта закрепления, а именно:
при ρ = ρ0(0 < ρ0 < 1) и ρ = 1:

 w = 0, t = 0, T1 = 0, u ≠ 0.  (24)
Можно решать эту задачу, используя следующие базисные функции:

2 4 2 2
2 21 1 1 ( 1) ;

1 2 4 2 2 2 4 2 2

i i
ii

i i i i
i

w D
i i i i

+ +
+ − γ ρ ρ

= −β − +β + ρ − −β + + + + 

 2 3 2 1 2 1( (2 2) )( 1) ,
1 1

i i ii i i i
i i i

i i

t C i D+ + +γ + β γ −β
= ρ − ρ + − + ρ −

−β −β
  (25)

где

( )

( )

0
2 1

0 0 0 0 00
2

0 0
1

0 0 0 00
2

3 3 3 1
,

1

R ctg
R

R ctg
R

ξ + ρ − − ν ρ − θ ρ
γ =

ξ − ν ρ − θ ρ
 

1 1 0 0
2 31 1 1 1

0 0 0 0 0 0 01 1 0 0
2 2 2 2

( 1) ,R R R Rctg ctg ctg
R R R R

ξ = ν θ + ν θ θ ρ ρ − + ν ρ

 

1
1

01
2
1
1

01
2

2 3
, 1,2,...,

2 1
i

Ri ctg
R i
Ri ctg
R

+ + ν θ
γ = =

+ + ν θ
 (26)

2 4
0

2 2
0

2 2 (1 )( 1)
2 4 ,

(1 )( 1)

i
i i

i i
i i

i
i

+

+

+
α + − γ ρ −

+β =
α + − γ ρ −  

2 3 2 1 2 2 2 3
0 0 0 0 0( 1) (1 )( 1) 0,1,2...,i i i i

i i i iC i+ + + +α = ρ − γ ρ + ρ − − − γ ρ − ρ =

1
1

0 0 01
2

3 ( 1) ,RC ctg
R

= γ − + ν γ − ε

2 4 2 2
0 0

2 2
0

11 1 0,1,2,...,
( 1) 1 2 4 2 2 2 4 2 2

i i
i i

i ii
i

D i
i i i i

+ +

+

 − γ ρ ρ β
= −β − + = ρ − −β + + + + 

0
1 1 0( ),R R= ρ  

0
2 2 0( ),R R= ρ  

1
1 1(1),R R=  

1
2 2 (1).R R=
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Функции (25) удовлетворяют всем гра-

ничным условиям (24).
Выводы

Все предложенные базисные функции 
представляют собой полиномы различных 
степеней. Система функций обладает свой-
ством полноты, поскольку функции линей-
но независимы из-за различных степеней 
полиномов. Функции не ортогональны, но 
интегралы от них и их произведений не 
обладают никакими особенностями, про-
сты и легко берутся как аналитически, так 
и численно. В силу этого можно рекомендо-
вать эти функции для решения задач теории 
оболочек с использованием метода Бубно-
ва-Галеркина.
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