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Предложены последовательный и два параллельных детерминированных алгоритма точного решения 
задачи об одномерном булевом рюкзаке. Первый параллельный алгоритм дает линейную оценку, при этом 
конструктивно задает каждое сочетание предметов с попутным вычислением веса и цены сочетания. Второй 
параллельный алгоритм выполняется за логарифмическое число шагов. Все варианты алгоритмов основа-
ны на матричной модификации формул Виета для выражения коэффициентов многочлена по его корням, 
с помощью которой конструктивно задаются все сочетания общего вида из n предметов по l с попутным 
вычислением веса и цены каждого сочетания. В параллельном варианте используется алгоритм максималь-
но параллельной сортировки подсчетом. Оценки временной сложности параллельных алгоритмов вида 
T(22n–3) = O(n) и T(22n–1) = O(log2n), где в скобках левой части указано количество процессоров, представлены 
на модели неветвящихся параллельных программ без учета обмена.
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The consistent and two parallel deterministic algorithms of the exact solution of the problem of one-dimensional 
Boolean knapsack are offered. The fi rst parallel algorithm provides a linear estimation, wherein structurally defi nes 
the each combination of items with a fair calculation of weight and price combination. The second parallel algorithm 
is performed by the logarithmic number of steps. All variants of algorithms are based on the matrix modifi cation 
of Vieta formulas to express the coeffi cients of the polynomial by its roots, through which structurally are defi ned 
the all combinations of the general form of n objects on l with an obiter calculation of the weight and the price of 
each combination. The algorithm, that is maximally parallel to sorting by counting, is used in the parallel version. 
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branching parallel programs without taking into account the exchange.
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Рассматривается традиционная постанов-
ка задачи о рюкзаке: имеется набор из n пред-
метов, каждый предмет имеет вес wi и цену pi, 
i = 1, 2, ..., n, требуется собрать набор с макси-
мальной ценой таким образом, чтобы он имел 
вес не больше w, где w – вместимость рюкза-
ка [7]. Формальная запись постановки задачи:

Требуется синтезировать детермини-
рованные параллельные алгоритмы точ-
ного решения одномерной булевой задачи 
о рюкзаке с линейной и логарифмической 

оценками временной сложности. Временная 
сложность (кратко – время) T(R), где R – коли-
чество процессоров, будет измеряться коли-
чеством последовательных шагов алгоритма 
на модели неветвящихся параллельных про-
грамм без учета обмена [8]. Искомые алго-
ритмы строятся с применением максимально 
параллельной сортировки на основе видоиз-
менения формул Виета для восстановления 
коэффициентов многочлена через его корни.

Алгоритм выборки всех возможных 
сочетаний слагаемых для решения 

задачи о рюкзаке
Построение алгоритма опирается на 

структуру матричной формулы восстанов-
ления коэффициентов многочлена по его 
корням с точностью до выполнения опера-
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ций, при этом непосредственно в исходном виде арифметические операции не выполняют-
ся. Коэффициенты многочлена 

выражаются через его корни в виде [3, 4]

  (1)

где xi – i-й корень многочлена, i = 0, 1, ..., n – 1, предполагается, что dn = 1.
Формулы Виета для коэффициентов того же многочлена имеют вид

   (2)

Левые части равенств (1) и (2) одинако-
вы, соответственно, равны правые части. 
В правых частях (2) – всевозможные со-
четания корней, которые не повторяются, 
поэтому формула (1) порождает алгоритм 
генерации всех возможных сочетаний, если 
не принимать во внимание операции умно-
жения и сложения. Если веса предметов в за-
даче о рюкзаке интерпретировать как корни 
многочлена, то из (1) следуют все возможные 
сочетания весов из n по m. В этой интерпре-
тации произведение всех весов в сочетании 
заменяется на их сумму и не принимается 
во внимание знак слагаемых. Аналогично 
в (2) следует заменить знак умножения на 
знак сложения, знак суммы – на любой знак, 
обозначающий сочетание элементов (в таком 
качестве ниже выбрано логическое «ИЛИ»). 
С этими поправками по ходу умножения ма-
триц (1) на момент окончания процесса по-
лучаются все сочетания из n по m предметов 
с заданными весами.

Общая схема решения задачи условно 
строится следующим образом [6].

Первый этап. Запись данных в виде про-
изведения матриц (1).

Второй этап. Умножение матриц на те-
кущем шаге записывается в виде [6]

 ,  

 k = 1, 2, ..., n.  (3)
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Третий этап. Новое обозначение данных 

и операций. Последовательное вычисление 
сумм весов наборов предметов и цены набо-
ров, отсеивание неперспективных наборов 
по весу с использованием сортировки. Для 
допустимых по весу наборов на текущем 
шаге определяется максимум стоимости.

В новом обозначении окончательный ре-
зультат шагов преобразования примет вид

При этом в (4) условно не учитываются 
отсеянные на последовательных шагах со-
четания предметов с недопустимым весом.

Четвертый этап. Для сохранившихся до-
пустимых сочетаний на выходе схемы опреде-
ляется сочетание с максимальной стоимостью. 

Пример решения задачи по изложенной 
схеме приведен в [6].
Временная сложность последовательного 
алгоритма решения задачи о рюкзаке
Аналогично (4), текущий шаг (3) преоб-

разуется к виду

  

 k = 1, 2, ..., n.  (5)
Представление (5) выполняется путем 

записи и считывания элементов из памяти 
компьютера. В соответствии с принятой мо-
делью в оценках временной сложности эти 
операции не учитываются. 

Алгоритм (5) в рассматриваемом кон-
тексте выполняет генерацию сочетаний из k 
элементов по

,

ℓ = 1, 2, ..., k. 

При этом коэффициент di(k–j) является не 
числом, а обозначением набора всех сочета-
ний из i элементов по j.

Процесс подсчета веса каждого сочета-
ния предметов на k-м шаге (5) заключается 
в однократном сложении xk–1 с весом сочета-
ния из k – 1 предметов по ℓ, подсчитанным 
на (k – 1)-м шаге. Попутно подсчитывается 
суммарная цена предметов каждого сочета-
ния и сравнивается с текущим максимумом 
по ℓ и по предшествующим значениям k. 
В результате получается текущее значение 
максимума цены на рассматриваемом шаге. 
Временная сложность последовательного 
выполнения k-го шага (5) составит 

 
 или

   (6)

где τ – время двух бинарных сравнений чи-
сел, просуммированное с временем бинар-
ного арифметического сложения по весу 
и по цене. Суммирование обеих частей ра-
венства (6) по всем k = 1, 2, ..., n даст оценку 
временной сложности последовательного 
детерминированного алгоритма подсчета 
веса и цены каждого допустимого сочетания 
с отсечением недопустимых весов, а также 
с последовательным формированием мак-
симальной цены:

   (7)

   (4)
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С учетом (7) на выходе алгоритма опре-

деляется искомый максимум цены среди 
допустимых сочетаний предметов по ве-
сам за время
  (8)

Предложение 1. Детерминированный 
алгоритм на основе (5) в последователь-
ной форме дает точное решение задачи 
о рюкзаке с временной сложностью, оце-
ниваемой из (8).

Алгоритм отличается от известных 
аналогов по построению линейной струк-
турой, детерминированностью, инвари-
антностью, на каждом шаге отсекаются 
неперспективные наборы, что на практике 
может улучшать по времени поиск опти-
мального решения. 

Параллельные алгоритмы решения 
задачи о рюкзаке 

1. Шаг (5) выполняется параллельно по 
всем ℓ = 1, 2, ..., k. Процесс подсчета веса 
каждого сочетания заключается в одно-
кратном сложении xk–1 с весом сочетания 
из k – 1 предметов по ℓ, подсчитанным на 
(k – 1)-м шаге. Попутно подсчитывается 
суммарная цена предметов каждого сочета-
ния. Временная сложность параллельного 
выполнения k-го шага (5) оценивается вре-
менем однократного сложения в сочетании, 
включающем xk–1, если количество процес-
соров совпадает с числом тех сочетаний из 
(5), в которые xk–1 входит, что составляет 

Для отсечения недопустимых весов 
применяется параллельная модификация 
сортировки подсчетом на основе матрицы 
сравнений [5] (для данного этапа рассма-
триваемого варианта алгоритма такая со-
ртировка не является необходимой, но она 
окажется необходимой для параллельного 
нахождения максимальной цены допусти-
мых сочетаний на k-м шаге; отсечение недо-
пустимых весов можно было бы выполнять 
путем одновременного сравнения найден-
ных весов сочетаний с заданной границей). 
Рассматриваемая сортировка для N элемен-
тов имеет временную сложность T(R) = τ, 

где количество процессоров . 
От всех отсортированных элементов парал-
лельно вычитается граница допустимого 
веса, тогда смена неотрицательного элемен-
та преобразованной последовательности 
на положительный отделяет всю совокуп-
ность допустимых весов от недопустимых. 

Аналогично сортируются цены всех допу-
стимых на шаге весов. Максимальная цена 
располагается в конце отсортированного 
массива. Она сравнивается с текущим мак-
симумом, определяемым по совокупности 
всех предшествующих k – 1 шагов, который 
аналогично формируется на каждом шаге 
данного вида. В результате сохраняется 
единичный порядок времени шага, при этом 
в оценке R следует положить N = 2k–1 + 1. 
Отсюда временная сложность k-го шага 
составит 

T(R) = O(1), 

где . Число ша-

гов меняется от 1 до n, поэтому суммарная 
оценка временной сложности данного па-
раллельного алгоритма примет вид 

T(R) = nτ, 
где τ из (6) увеличивается на время одного 
бинарного сравнения, а число процессоров 
берется максимальным по всем рассматри-
ваемым шагам, 

Таким образом, имеет место
Теорема 1. В рассматриваемой поста-

новке задача о рюкзаке может быть точно 
решена с помощью детерминированно-
го параллельного алгоритма на основе (5) 
и максимально параллельной сортировки 
с временной сложностью
 T(22n–3) = nτ, (9)
где τ включает время двух бинарных ал-
гебраических сложений и трех бинарных 
сравнений. 

Помимо отмеченных выше отличий 
алгоритм теоремы 1 включает свойство 
параллелизма. Как и последовательный 
алгоритм, он конструктивно выполняет ге-
нерацию всех сочетаний из k предметов по 
ℓ для всех ℓ = 1, 2, ..., k и всех k = 1, 2, ..., n. 

2. Целесообразно рассмотреть парал-
лельный алгоритм на основе непосред-
ственно формул (4). Для ℓ-й строки (4), со-
держащей сочетания из n по ℓ в количестве 

, можно найти суммарный вес и суммар-
ную цену каждого набора предметов парал-
лельно по всем сочетаниям данной строки 
и одновременно по всем номерам строк 
ℓ = 1, 2, ..., n. При этом вес (и цену) предме-
тов в каждом сочетании ℓ-й строки можно 
найти по схеме сдваивания за время (log2ℓ)

τ на  процессорах. Всего в ℓ-й стро-

ке с учетом числа сочетаний потребуется 



2579

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 2, 2015

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ

 процессоров, вес и цену каждого на-

бора в ℓ-й строке можно найти с временной 
сложностью

  (10)

Отбрасывание недопустимых сочета-
ний предметов выполняется путем одно-
временного сравнения найденных их весов 
с заданной границей, для чего заведомо 
достаточно число процессоров (10), при 
этом потребуется дополнительное время 
одного бинарного сравнения. Максималь-
ное по всем ℓ время согласно (10) составит 

, а требуемое по всем 

параллельно обрабатываемым строкам чис-
ло процессоров 

 В итоге получится оценка:

  (11)

Максимальную цену допустимого на-
бора можно получить параллельной со-
ртировкой цен всех допустимых сочета-
ний, что, как и выше, возможно сделать 
с единичной оценкой времени на квадра-
тичном от общего числа сочетаний коли-
честве процессоров: 

 T2(R) = τ,  (12)
где

   (13)

Поскольку , то 

из (11)–(13) следует окончательная оценка 
временной сложности рассматриваемого 
параллельного алгоритма:

   (14)

Теорема 2. В данной постановке за-
дача о рюкзаке может быть точно решена 
с помощью детерминированного парал-
лельного алгоритма с временной слож-
ностью (14), где τ – время двух бинарных 

сравнений и двух бинарных алгебраиче-
ских сложений.

Согласно (14) алгоритм теоремы 2 
улучшает оценку алгоритма теоремы 1 (9). 
Однако алгоритм теоремы 2, в отличие 
от алгоритма теоремы 1, не генерирует 
в конструктивной форме все сочетания. 
В этом смысле оценка (14) носит аб-
страктный характер. Вместе с тем все тре-
буемые сочетания могут быть сгенериро-
ваны априори для комплекса возможных 
задач, и по индексам их элементов могут 
быть размещены предметы, относительно 
которых решается каждая конкретная за-
дача о рюкзаке.

Заключение
В работе представлен последователь-

ный и два параллельных детерминирован-
ных алгоритма точного решения задачи 
об одномерном булевом рюкзаке. Все раз-
новидности алгоритмов основаны на мо-
дификации формул Виета для выражения 
коэффициентов многочлена по его корням, 
которая используется для параллельной 
генерации сочетаний. Кроме тог, использо-
вана максимально параллельная разновид-
ность сортировки подсчетом по матрице 
сравнений. От известных работ [1, 2] по 
параллельным алгоритмам решения задачи 
о рюкзаке предложенный метод отличается 
по построению, а также детерминирован-
ным точным решением задачи с временной 
сложностью O(n) либо O(log2n), в зависи-
мости от варианта алгоритма.
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