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Рассмотрена прямая спектральная задача определения частот свободных колебаний модели вагона. По-
лучено частотное уравнение колебаний модели. По решению прямой задачи исследована зависимость частот 
колебаний модели вагона от ее жесткостных и массовых параметров. Показано, что увеличение жесткостных 
параметров ведет к увеличению частот, а увеличение массовых параметров – к уменьшению частот колеба-
ний модели. Поставлена и решена обратная задача диагностирования жесткостных и массовых параметров 
модели вагона по известным частотам ее свободных колебаний. Рассмотрена задача диагностирования жест-
костей рессоры и рельсового основания, задача диагностирования массы вагона и массы колеса. Исследова-
на единственность решения обратных задач, доказаны соответствующие теоремы. Получены аналитические 
формулы для жесткостных и массовых характеристик. Предложены методы решения задач, использующие 
две частоты колебаний модели вагона. Даны примеры решений прямой и обратной задач, графики зависи-
мостей. 
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The direct spectral problem of determination of frequencies of free fl uctuations of model of the car is 
considered. The frequency equation of fl uctuations of model is received. According to the solution of a direct task 
dependence of frequencies of fl uctuations of model of the car from her stiffness and mass parameters is investigated. 
It is shown that the stiffness of parameters conducts increase to increase in frequencies, and increase in mass 
parameters – to reduction of frequencies of fl uctuations of model. The return task of diagnosing the stiffness and 
mass parameters of model of the car on known frequencies of its free fl uctuations is set and solved. The problem of 
diagnosing of a stiffness spring and the rail basis, a problem of diagnosing of mass of the car and mass of a wheel 
are considered. Uniqueness of the solution of the return tasks is investigated, the corresponding theorems are proved. 
Analytical formulas for the stiffness and mass characteristics are received. Methods the solutions of tasks using two 
frequencies of fl uctuations of model of the car are proposed. Examples of solutions of direct and return tasks, tables 
of dependences are given.
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Решения прямой и обратной спектраль-
ных задач колебаний модели вагона связаны 
с тем, что в ряде случаев колебания мешают 
нормальной эксплуатации вагона или даже 
непосредственно угрожают прочности, по-
степенно подготавливая усталостное раз-
рушение; в таких случаях теория может 
указать пути для уменьшения вредных 
колебаний.

В настоящее время широкое развитие 
имеет направление, возникшее на стыке те-
ории механизмов с акустикой, решающее 
задачи безразборной диагностики техниче-
ских конструкций [2, 3, 5–7]. 

Свободные колебания механических си-
стем, в том числе вагонов, их моделей, на-
ходят описание во многих работах по тео-
рии колебаний (см., например, [1, 8, 9]). Но 
в них рассматриваются прямые задачи по 
определению частот колебаний модели ва-
гона. В представленной работе по прямой 

задаче исследована зависимость частот ко-
лебаний модели вагона от ее жесткостных 
и массовых параметров. Впервые поставле-
ны и решены обратные задачи диагностиро-
вания параметров модели вагона по извест-
ным частотам ее свободных колебаний. 

Прямая задача определения частот 
колебаний модели вагона

Рассмотрим собственные колебания мо-
дели вагона [9], представленной на рисунке. 

Рассматривается консервативная систе-
ма, которой дано начальное возмущение, 
переводящее систему в колебательный про-
цесс. Сила инерции массы m1:

где  – ускорение массы m1 при ее пере-
мещении z1. Внешняя сила, действующая 
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на массу m1, определяется сжатием рессо-
ры, равна c1(z1 – z2) и направлена навстречу 
силе I1 (рисунок, б):

Внешними силами по отношению 
к массе m1 являются сила, передаваемая 
нижним концом верхней пружины c1(z1 – z2), 
и сила, вызванная деформацией ниж-
ней пружины, – c2z2. Значит, для сил, 
действующих на массу m2, справедливо 
уравнение

В итоге получим следующую си-
стему дифференциальных уравнений, 
определяющую свободные колебания 
модели вагона: 

   (1)

Полагая, что механическая система 
совершает свободные гармонические ко-
лебания, решение системы (1) рассматри-
ваем в виде 

 

 
где A и B – амплитуды; λ – неизвестная угло-
вая частота собственных колебаний.

Подставив решения z1 и z2 в систему (1), 
получим систему уравнений, решая кото-
рую относительно ненулевых амплитуд ко-
лебаний A и B, имеем:

Раскрыв определитель, получим частот-
ное уравнение свободных колебаний моде-
ли вагона:

   (2)

Решая уравнение (2), получим анали-
тические формулы для частот колебаний 
модели:

                                                  а                                                б
Модель вагона. Здесь: m1 = G1/g – масса кузова; m2 = G2/g – масса колеса; 

G1 и G2 – соответственно веса верхнего и нижнего грузов (вагона и колеса); 
g – ускорение силы тяжести; c1 – жесткость рессоры; c2 – жесткость рельсового основания 

  (3)
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Таким образом, по формуле (3) при из-

вестных массах вагона и колеса и жестко-
стях рессоры и рельсового основания мож-
но определять частоты колебаний системы. 
Решение прямой задачи рассмотрим на кон-
кретном примере.

Пример 1. Определить частоты колеба-
ний модели вагона, для которого известны 
параметры 

m1 = 23000 кг; 

m2 = 4000 кг;

c1 = 7800 Н/м; 

 c2 = 2890 Н/м. (4)
Решение
Частотное уравнение (2) после подста-

новки в него заданных параметров (4) при-
нимает вид

 

Решение, найденное с помощью ЭВМ: 

Следовательно, частоты колебаний мо-
дели вагона: λ1 = 0,2892 с–1, λ2 = 1,7111 с–1. 
Эти же частоты колебаний получим, под-
ставляя заданные физические параметры 
в формулы (3). 

Исследуем влияние жесткостных па-
раметров модели вагона на частоты ее 
колебаний. Рассмотрим физические пара-
метры (4) и будем менять, например, жест-
кость рессоры при неизменных остальных 
параметрах модели. Результаты решений 
прямой задачи (табл. 1) показывают что 
увеличение коэффициента жесткости рес-
соры ведет к увеличению частот колеба-
ний модели вагона.

Таблица 1
Зависимость частот λi от жесткости c1 

рессоры при параметрах (4) модели вагона

c1, Н/м λ1, c
–1 λ2, c

–1

7800 0,2892 1,7111
8500 0,2919 1,7696
9000 0,2936 1,8103

Подобные зависимости устанавливают-
ся и при увеличении коэффициента жестко-
сти рельсового основания или одновремен-
ном увеличении жесткостных параметров 
модели, что подтверждают, например, 
табл. 2 и 3.

Таблица 2
Зависимость частот λi 

от жесткости c2 рельсового основания 
при параметрах (4) модели вагона

c2, Н/м λ1, c
–1 λ2, c

–1

2890 0,2892 1,7111

3500 0,3110 1,7513

4300 0,3348 1,8033

Таблица 3
Зависимость частот λi от коэффициентов 
жесткостей c1, c2 при параметрах (4) 

модели вагона

c1, Н/м c2, Н/м λ1, c
–1 λ2, c

–1

2890 2890 0,2892 1,7111

8500 3500 0,3144 1,7520

9000 4300 0,3418 1,8102

Аналогичные исследования проведены 
по влиянию массовых параметров модели 
вагона на частоты ее колебаний, и получе-
но, что увеличение масс ведет, наоборот, 
к уменьшению частот колебаний. Напри-
мер, в табл. 4 и 5 приведены зависимости 
частот колебаний от массы вагона и массы 
колеса вагона.

Таблица 4
Зависимость частот λi от массы m1 вагона 

при параметрах (4) модели вагона

m1, кг λ1, c
–1 λ2, c

–1

23000 0,2892 1,7111

24500 0,281 1,7064

28000 0,2643 1,6974

Таблица 5
Зависимость частот λi от массы m2 колеса 

при параметрах (4) модели вагона

m2, кг λ1, c
–1 λ2, c

–1

4000 0,2892 1,7111

5500 0,2844 1,4838

6500 0,2813 1,3800
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Проведенные исследования по влия-

нию физических параметров модели ва-
гона на частоты ее свободных колебаний 
важны при решении проблемы сохранения 
безопасных частот колебаний механиче-
ской системы при изменениях ее параме-
тров. Последнюю проблему можно будет 
решить с помощью метода решения обрат-
ной спектральной задачи.

Обратная задача диагностирования 
параметров модели вагона

Поставим к прямой спектральной за-
даче обратную – задачу диагностирова-
ния жесткостных и массовых параметров 
модели вагона по известным частотам ее 
колебаний. Рассмотрим вначале задачу 
диагностирования жесткостных параме-
тров модели.

Обратная задача. Известны частоты 
колебаний модели вагона и массовые па-
раметры. Неизвестны жесткостные пара-
метры: коэффициенты рессоры и рельсо-
вого основания.

Исследуем вопрос о единственности 
решения поставленной обратной задачи 
[6]. При решении прямой задачи было 
получено уравнение (3), которое преоб-
разуем к виду

 (5)

где функции fi(λ) (i = 1, 2, 3) выражают-
ся через частоту колебаний и массовые 
параметры: 

 

Введем обозначения: задачу с частот-
ным уравнением (5) и жесткостями c1 и c2 
рессоры и рельсового основания обозначим 
через L, а задачу с такими же массовыми па-
раметрами модели, но с другими жесткостя-
ми  и  рессоры и рельсового основания 

обозначим через L′. Частотное уравнение 
задачи L′ будет иметь вид

 (6)

Справедлива теорема.
Теорема 1. Если собственные частоты 

задач L и L′ с характеристическими опреде-
лителями Δ(λ) и Δ′(λ) совпадают с учетом 
их кратностей, то  и .

Доказательство. Собственные частоты 
задачи L являются корнями целой функции 
[4] – частотного уравнения (5), а собствен-
ные частоты задачи L′ – корнями уравне-
ния (6). Причем функции fi(λ) (i = 1, 2, 3) 
не зависят от коэффициентов жесткостей c1 
и c2 и образуют систему линейно независи-
мых функций.

Так как функции Δ(λ) и Δ′(λ) являются 
целыми функциями от λ и не равны тожде-
ственно нулю, то они восстанавливаются 
по своим нулям с точностью до постоянно-
го множителя K. Значит, . 
Из линейной независимости функций fi(λ) 
(i = 1, 2, 3) и последнего равенства име-
ем K = 1. Значит,  и . Теорема 
доказана.

Из теоремы следует, что жесткостные 
параметры можно восстановить по извест-
ным значениям собственных частот колеба-
ний модели вагона. 

Построим теперь метод определения 
жесткостных параметров модели. Пусть из-
вестны две собственные частоты λ1 и λ2, тог-
да имеем систему уравнений

  (7)

из которой с учетом функций fi(λ) (i = 1, 2, 3)
получим аналитические выражения для ко-
эффициентов жесткостей рессоры и рельсо-
вого основания:

  (8)
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Таким образом, если известны две соб-

ственные частоты колебаний модели ваго-
на, то жесткостные параметры определяют-
ся по формулам (8).

Пример 2. Определить жесткость рессо-
ры и рельсового основания, если для моде-
ли вагона известны частоты колебаний

λ1 = 0,2892 с–1, 

λ2 = 1,7111 с–1 

и массовые параметры 

m1 = 23000 кг; 

m2 = 4000 кг.

Решение
Подставляя заданные частоты колеба-

ний и массовые параметры в формулы (8), 
имеем 

c1 = 7799,9999;

c2 = 2889,9999. 

Значит, жесткости равны 

c1 = 7800 c–1;

c2 = 2890 c–1. 

Заметим, что значения c1, c2 определены 
верно, так как по решению прямой задачи 
именно этим жесткостям рессоры и рель-
сового основания соответствуют заданные 
значения частот модели вагона.

Поставим теперь обратную задачу диа-
гностирования массовых параметров моде-
ли вагона. 

Обратная задача. Известны частоты 
колебаний модели вагона и жесткостные 
параметры. Неизвестны массовые параме-
тры: масса вагона и масса колеса.

Частотное уравнение (2) преобразу-
ем к виду

  (9)

в котором функции gi(λ) (i = 1, 2, 3) име-
ют вид 

 

 

Так же, как и при решении обратной 
задачи диагностирования жесткостных 
параметров, исследована единственность 
решения поставленной задачи. При этом 
рассмотрены: V – задача с массами m1, m2 
и частотным уравнением (9), V′ – задача 
с массами ,  и частотным уравнением 

Доказана теорема.
Теорема 2. Если собственные частоты 

задач V и V′ с характеристическими опре-
делителями Δ(λ) и Δ′(λ) совпадают с уче-
том их кратностей, то 

;

.
Приведем метод определения массовых 

параметров. Если известны значения двух 
частот колебаний модели вагона, то имеем 
систему уравнений вида (9), из которой по-
лучим аналитическое решение относитель-
но массы вагона и массы колеса:

  (10)
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Пример 3. Известны частоты колебаний 

λ1 = 0,2892 с–1, λ2 = 1,7111 с–1 модели вагона 
и жесткостные параметры c1 = 7800 Н/м; 
c2 = 2890 Н/м. Необходимо найти массу ва-
гона и массу колеса.

Решение
Подставляя заданные частоты и жест-

костные параметры в формулы (10), на-
ходим, что m1 = 23000 кг; m2 = 4000 кг. 
Заметим снова, что значения масс m1, m2 
определены верно, что подтверждает реше-
ние прямой спектральной задачи при задан-
ных параметрах модели вагона.

Заключение 
Исследована прямая задача опреде-

ления частот свободных колебаний пру-
жинно-массовой модели вагона. Впервые 
поставлены обратные задачи – задачи ди-
агностирования физических параметров 
модели вагона по известным частотам ее 
свободных колебаний. Решены обратные 
задачи определения жесткостных и мас-
совых характеристик модели вагона. Ис-
следована единственность решения за-
дач, доказаны соответствующие теоремы. 
Получены аналитические формулы для 
определения коэффициентов жесткостей 
рессоры и рельсового основания, а также 
для масс вагона и колеса. Предложены 
методы решения задач, использующие 
значения двух частот колебаний модели 
вагона. Приведены примеры решений об-
ратных задач.

Методы решений обратных задач мож-
но использовать при решении проблемы 
сохранения безопасных частот колебаний 
модели вагона при изменениях ее жесткост-
ных и массовых параметров. 
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