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Решение обратной задачи кинематики является одной из традиционных проблем для робототехниче-
ских систем. Суть ее заключается в нахождении обобщенных координат манипуляционного робота, при 
которых схват манипулятора находится в заданной точке рабочего пространства с заданной ориентацией. 
В большинстве случаев обратная задача кинематики не имеет единственного решения. В настоящей работе 
для приближенного решения обратной задачи кинематики многозвенного манипулятора применен метод 
штрафных функций. Заданное пространственное положение схвата манипуляционного робота рассматри-
вается как ограничение и учитывается как штрафная функция в дополнение к исходной целевой функции. 
Получена схема решения задачи минимизации расширенного критерия и, следовательно, обратной задачи 
кинематики, основанная на градиентном методе. Приводятся и обсуждаются результаты компьютерного мо-
делирования.
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A solution of inverse kinematics problem is one of traditional problems of robotic system. Its essence consists 
in fi nding of robot generalized coordinates which provide a given position and orientation of manipulator end-
effector in a workspace. In most cases, an inverse kinematics problem has not a unique solution. In this paper, a 
penalty function method is applied for solving of inverse kinematics problem for manipulator robot. Given space 
position of robot end-effector is considered as constrain and taken into account as additional term for optimization 
function. The gradient method-based scheme to minimize an extended criterion and, hence, inverse kinematics 
problem is derived. Results of computer experiments are given and discussed.
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При синтезе систем управления манипу-
ляционными роботами (МР) требуется ре-
шать задачи кинематики. Различаются пря-
мая и обратная задачи кинематики (ОЗК). 
Прямая задача кинематики состоит в опре-
делении пространственного положения 
и ориентации характерной точки (схвата 
МР) по известным значениям обобщенных 
координат. Обратная задача кинематики ро-
бота-манипулятора заключается в опреде-
лении обобщенных координат (ОК) МР по 
известному угловому и линейному место-
положению схвата манипулятора. Прямая 
задача решается однозначно, в то время как 
ОЗК, представляющая собой противопо-
ложную задачу, как правило, не имеет един-
ственного решения [3‒5].

Формулировка ОЗК
По заданному (6×1) вектору линейных 

координат положения и угловых координат 
ориентации схвата МР

Sc = (xc, yc, zc, φc, θc, ψc)
T

вычисляется (n×1) вектор обобщенных ко-
ординат звеньев

q = (q1, q2, ..., qn)
T,

где xc, yc, zc – пространственные координа-
ты положения схвата МР; φc, θc, ψc – угло-
вые координаты ориентации схвата МР, 
qi, i = 1...n – обобщенные координаты зве-
ньев МР [1].

Методы решения ОЗК для МР мож-
но разделить на точные (аналитические) 
и приближенные (итерационные). В ре-
зультате использования точных методов 
вектор ОК удается получить в виде ана-
литической зависимости геометрических 
параметров кинематической схемы МР. 
В этом случае процесс нахождения иско-
мого вектора ОК по вектору положения 
и ориентации схвата МР при известной 
кинематической схеме сводится к вы-
числению значений заранее полученных 
аналитических зависимостей. Но точное 
решение удается получить не для любой 
кинематической схемы манипулятора. 
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Приближенные методы – это методы 

численного решения уравнений связи. Они 
оказываются работоспособными для любых 
кинематических схем. Однако это связано 
с использованием рекуррентных процедур. 
Среди них можно выделить группу методов, 
основанных на использовании матрицы Яко-
би: метод Ньютона, метод Гаусса – Ньютона, 
метод Левенберга – Марквардта [1].

Метод штрафных функций 
для решения ОЗК

В статье развивается новый метод ре-
шения обратных задач кинематики роботов-
манипуляторов, основанный на использо-
вании метода штрафных функций. Метод 
штрафных функций относятся к группе не-
прямых методов решения задач нелинейно-
го программирования [2].

Рассмотрим методику применения ме-
тода штрафных функций на примере на-
хождения ОК для трехзвенного планарного 
манипулятора.

Координаты положения схвата МР (xc, yc) 
для приведенной конфигурации (рис. 1) 
определяются из соотношений

     (1)

где li, i = 1...3 – длины звеньев МР.
Рассмотрим критерий 

  (2)

Введем расширенный критерий

  (3)

где μ1, μ2 – весовые коэффициенты.

Для минимизации расширенного крите-
рия воспользуемся методом градиента. Для 
этого вычислим частные производные по 
обобщенным координатам:

 (4)

Таким образом, значения обобщенных 
координат определятся из соотношения

  (5)

где γ > 0 – коэффициент, определяющий 
скорость настройки.

Приведенный алгоритм реализован 
в среде Matlab. При проведении численных 
экспериментов рассматривались два вари-
анта движения МР:

– выход схвата в точку с заданными 
координатами (xc, yc) = (0,24 м; 0,12 м). На 
рис. 2 приведены решения дифференциаль-
ных уравнений (5) при различных значе-
ниях весовых коэффициентов μ1, μ2. Также 
приведены величины отклонений между 
установившимся и желаемым положением 
характерной точки МР ex = xуст – xc, ey = yуст – yc;

– движение схвата МР по заданной про-
граммной траектории

  

где Ax = 0,12 м, Ay = 0,24 м,  = 0,75 рад/с.
На рис. 3 приведены программные тра-

ектории движения схвата МР при различ-
ных значениях весовых коэффициентов 
μ1, μ2. Также приведены величины макси-
мальных отклонений при движении по про-
граммной траектории exmax, eymax.

Рис. 1. Трехзвенный манипулятор
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а

б
Рис. 2. Обобщенные координаты МР (а), координаты схвата МР (б). 

Моделирование при 1 – μ1 = μ2 = 1. Расхождение ex = 0,2995 м, ey = 0,0264 м;
2 – μ1 = μ2 = 10. Расхождение ex = 0,0360 м, ey = 0,0038 м

Рис. 3. Программная траектория движения схвата МР. 
1 – моделирование при μ1 = μ2 = 5. Расхождение exmax = 0,114 м, eymax = 0,0023 м.
2 – моделирование при μ1 = μ2 = 50. Расхождение exmax = 0,0135 м, eymax = 0,003 м
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Рис. 4. Координаты схвата МР.
1 – моделирование при μ1 = μ2 = 5 (штрихпунктирные линии).

2 – моделирование при μ1 = μ2 = 50 (сплошные линии)

Рис. 5. Обобщенные координаты схвата МР.
1 – моделирование при μ1 = μ2 = 5 (штрихпунктирные линии).

2 – моделирование при μ1 = μ2 = 50 (сплошные линии)

На рис. 4, 5 приведены графики, пока-
зывающие переходные процессы координат 
схвата и обобщенных координат МР.

Как видно из приведенных графиков, 
с течением времени происходит стабили-
зация решений дифференциальных урав-
нений и их стремление к установившимся 
значениям за конечное время. Также необ-

ходимо отметить, что увеличение значений 
весовых коэффициентов μ1, μ2 приводит 
к ускорению схождения решения.

Заключение
В результате численного решения диф-

ференциальных уравнений для любых на-
чальных значений обобщенных координат 
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МР из их рабочих диапазонов его обобщен-
ные координаты примут в конечный момент 
времени значения, соответствующие тре-
буемому положению схвата МР, и, следова-
тельно, приведут к решению ОЗК.

Достоинства используемого метода 
заключаются в единственности реше-
ния для заданной кинематической схемы 
МР и начального состояния манипулято-
ра, высокой точности решения и быст-
родействия.

Работа поддержана Министерством 
науки и образования Российской Федерации, 
Государственный контракт 02G25.31.0025.
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