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РАЗВИТИЕ МЕТОДОВ ОПТИМИЗАЦИИ СОСТАВОВ 
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Работа посвящена исследованиям в области повышения эффективности использования методов чис-
ленного моделирования при проектировании составов многокомпонентных строительных композитов, на-
пример сухих строительных смесей с заданным уровнем свойств. Предложена новая методика, предусма-
тривающая построение на первом этапе вероятностной математической модели, имитирующей физические 
свойства материала, и последующее применение выбранных методов оптимизации с использованием ре-
зультатов численных экспериментов по найденной математической модели. Разработан программный ком-
плекс для ЭВМ, реализующий алгоритм численного моделирования экспериментов. Произведена оценка эф-
фективности предлагаемой методики оптимизации на примере проектирования состава сухих строительных 
смесей различного назначения. Предлагаемая методика оптимизации состава многокомпонентных смесей 
позволяет в достаточно сжатые сроки разработать материал, свойства которого максимально соответствуют 
ключевым параметрам.
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The work is devoted to research of the increasing effi ciency of numerical simulation methods for the design of 
multi-component composites composition, for example, dry construction mixtures with a specifi ed property level. 
Has been proposed the new technique and the fi rst phase of its means the construction of stochastic mathematical 
models for simulation physical properties of the material and subsequent application of the selected optimization 
methods by using results of numerical experiments on mathematical models that was found. The program complex 
for the computer that implements the algorithm of numerical simulation experiments was developed. Evaluated 
the effectiveness of the proposed method of optimization on the example of the different dry mixes composition 
designing. The proposed method of optimization the composition of multi-component mixtures allows to develop in 
a short enough time materials whose properties correspond to key parameters.
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Планирование экспериментов для на-
хождения оптимального значения функции 
отклика и получения аппроксимирующе-
го полинома, описывающего поверхность 
функции отклика, традиционно является 
основой проектирования сухих строитель-
ных смесей различного назначения [1, 5]. 
Нахождение рационального состава со-
временных многокомпонентных смесей 
с обеспечением нескольких критериев тре-
буемого уровня качества подразумевает вы-
полнение существенного количества физи-
ческих экспериментов. Это делает данный 
процесс неэффективным, особенно в том 
случае, когда необходимо решить задачу на-
хождения оптимального состава материала 
с большим количеством переменных при 
наличии жестких граничных условий в сжа-
тые сроки (например, при подборе состава 
реставрационных смесей).

Целью данной работы явилась раз-
работка методики проектирования сухих 

строительных смесей, позволяющей ми-
нимизировать требуемое количество экс-
периментов.

Математические методы оптимизации 
имеют давние исторические корни. Их ос-
новы заложены в 18 веке – это вариацион-
ное исчисление, численные методы и др. 
К настоящему времени разработано боль-
шое количество методов, направленных на 
решение оптимизационных задач [2–4]. 

Для оптимизации может использовать-
ся математическая модель исследуемого 
процесса (объекта) или сам объект. В по-
следнем случае оптимизация производится 
опытным путем.

Для объектов вероятностного характе-
ра, к которым можно отнести многие строи-
тельные материалы, используются экспери-
ментально-статистические методы, которые 
позволяют определить значения факторов 
(аргументов), соответствующих экстре-
мальным значениям целевой функции. 
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При оптимизации опытным путем наи-

более часто используются такие методы, 
как симплексный, покоординатной оптими-
зации, градиентные, деформируемого мно-
гогранника и некоторые другие.

Постановка задачи

Анализ методов оптимизации различ-
ных объектов опытным путем показыва-
ет, что достижение поставленной цели во 
всех методах представляет собой пошаго-
вый процесс постепенного приближения 
к оптимуму. Их использование напрямую 
к оптимизации многокомпонентных соста-
вов сухих строительных смесей является 
нереальным ввиду большой продолжитель-
ности экспериментальных исследований, 
обусловленной чисто технологическими 
причинами. 

Основной идеей, лежащей в основе 
предлагаемой методики, является исполь-
зование для оптимизации эксперимен-
тально получаемой математической моде-
ли в виде целевой функции, описывающей 
зависимость параметров физико-меха-
нических свойств материала или других 
критериев оптимизации от количествен-
ного соотношения компонентов сухой 
смеси. Нахождение оптимума полученной 
целевой функции предлагается произво-
дить симплексным или иным численным 
методом с использованием численного 
моделирования с помощью специально 
разработанной программы для ЭВМ, реа-
лизующей математические модели, уста-
новленные экспериментально. 

Предлагаемая методика включает в себя 
следующие этапы:

1. Выбор критерия оптимальности, 
определение области факторного простран-
ства и ограничений, накладываемых на 
целевую функцию. В качестве критериев 
могут выступать как параметры физико-ме-
ханических свойств строительных материа-
лов, так и экономические, технологические 
и иные параметры. 

2. Планирование и проведение экс-
периментов для получения уравнений ре-
грессии, аппроксимирующих поверхности 
отклика в пределах заданного факторного 
пространства. 

3. Выбор метода оптимизации, позво-
ляющего найти экстремальные значения 
целевой функции. При решении этого во-
проса возможно использование любого 
численного метода. На данном этапе пла-
нируется использование симплексного ме-
тода с учетом особенностей использования 
результатов численных экспериментов 
с использованием ЭВМ.

4. Реализация выбранного метода оп-
тимизации с использованием результатов 
численных экспериментов по найденной 
математической модели и определение зна-
чений факторов (состава смеси), соответ-
ствующих оптимальным значениям целе-
вой функции.

5. Экспериментальная проверка физико-
механических свойств найденного состава.

Сокращение времени эксперименталь-
ных исследований достигается за счет ис-
пользования численного моделирования 
целевой функции в процессе оптимиза-
ции. Основной объем экспериментальных 
исследований связан с получением мате-
матических моделей – аппроксимирую-
щих полиномов (уравнений регрессии) 
и может быть проведен в сравнительно 
сжатые сроки.
Оценка эффективности предлагаемой 

методики оптимизации
Оценка эффективности предлагае-

мой методики осуществлялась следую-
щим образом. 

Выбиралась математическая модель 
в виде уравнения регрессии, подобного тем, 
что обычно получаются при исследовании 
свойств строительных материалов. В это 
уравнение вводилась добавка – случайная 
величина, распределенная по нормальному 
закону и имитирующая различные погреш-
ности, возникающие при проведении реаль-
ных экспериментов. Эта модель реализо-
вывалась на ЭВМ с помощью специально 
разработанной программы, позволяющей 
производить численные эксперименты 
с указанной моделью. 

Далее считалось, что указанная выше 
модель неизвестна, и ставилась задача 
определить максимум исследуемой целевой 
функции в заданных пределах факторного 
пространства, используя пошаговый метод 
оптимизации – метод крутого восхождения. 
Все это понадобилось для того, чтобы опре-
делить потребное количество эксперимен-
тов, необходимое для решения поставлен-
ной задачи.

Затем, тоже в целях определения по-
требного количества опытов, устанавли-
вался вид исследуемой целевой функции. 
Полученная математическая модель ис-
пользовалась для определения максимума 
целевой функции с использованием сим-
плексного метода. 

При использовании выбранного метода 
доказательства эффективности предлага-
емой методики важным моментом являет-
ся обеспечение наглядности получаемых 
результатов – как промежуточных, так 
и окончательных. В связи с этим в качестве 
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математической модели исследуемого про-
цесса выбран двухфакторный полином вто-
рой степени вида

 (1)
где y – функция отклика (целевая функция 
при оптимизации); x1 и x2 – факторы, влияю-
щие на нее, ε – погрешность, распределен-
ная по нормальному закону. 

Функция y гладкая, непрерывная и опре-
делена в области положительных значений. 
Последнее условие реализовано выбором 
ограничений факторов (факторного про-
странства). 

Исследование функции (1) показа-
ло, что она не имеет экстремума. То есть 
в данном случае задача оптимизации 
должна сводиться к определению макси-
мальных значений этой функции в преде-
лах заданного факторного пространства. 
Наибольшее значение выбранная функция 
имеет при минимальном значении x1 = 2,3 
и максимальном x2 = 3,84. Все это долж-
но было подтвердиться при исследовании 
этой функции методами планирования 
экспериментов.

Нахождение экстремума исследуемой 
функции методом крутого восхождения по-
казало, что максимальные значения целе-
вой функции действительно соответствуют 
следующим значениям факторов x1 = 2,3 
и x2 = 3,84. Начальная область, используе-
мая для определения градиента, располага-
лась посередине факторного пространства.

При определении вида целевой функ-
ции (уравнения регрессии) методами пла-
нирования экспериментов, исходили из 
того, что исследуемая зависимость, как от-
мечалось ранее, неизвестна. Ввиду этого 
вначале предполагалось, что математиче-
ская модель представляет собой линейный 
полином. Статистический анализ данной 
модели показал, что она неадекватна, и поэ-
тому был выбран полином второго порядка. 

Полученное адекватное уравнение ре-
грессии в кодированных значениях факто-
ров со статистически значимыми коэффи-
циентами имеет вид

  (2)

В действительных переменных:

  (3)

Сравнение полученного уравнения ре-
грессии (3) с исходным (1) показывает, что 
уравнения очень близки – небольшое рас-
хождение объясняется наложением «шума». 

При нахождении максимума исследу-
емой целевой функции с использовани-
ем полученного уравнения регрессии (2) 
и симплексного метода полагалось, что на-
чальная точка, с которой начинается поиск 
максимума, находится посередине фактор-
ного пространства (как и при использова-
нии метода крутого восхождения). Реализа-
ция симплексного метода с использованием 
результатов численного моделирования по 
уравнению (2) показала, что максимальные 
значения функции Y соответствуют значе-
ниям факторов x1 = 2,3 и x2 = 3,84.

По результатам нахождения максимума 
двухфакторной функции отклика различны-
ми методами установлено следующее. При 
использовании метода крутого восхождения 
искомый максимум найден, с учетом про-
верки наличия максимума в окрестности 
точки предполагаемого максимума, по ре-
зультатам 22 опытов. Без учета проверки – 
за 13 опытов. При использовании симплекс-
ного метода, оптимум найден за 16 опытов. 
Количество же реальных экспериментов 
для получения уравнения регрессии в виде 
полинома второй степени составило 7. Та-
ким образом, использование предлагаемой 
методики для двухфакторного эксперимен-
та позволяет в два раза сократить количе-
ство реальных опытов. Очевидно, что та-
кой результат сохранится и при увеличении 
числа факторов.

Если рассматривать эффективность 
предлагаемой методики с точки зрения 
продолжительности испытаний, то эффект 
оказывается еще большим. Например, 
если полагать, что для набора прочности 
цементной композиции требуется 28 дней 
(то есть на один реальный опыт практиче-
ски один месяц), то для нахождения мак-
симума функции отклика по прочности 
образцов градиентным пошаговым мето-
дом потребуется 1 год. При использовании 
предлагаемой методики этот срок может 
сократиться до двух-трех месяцев с учетом 
экспериментального подтверждения най-
денного максимума.

Заключение
В работе предложен подход, позволя-

ющий эффективно решать задачу опти-
мального проектирования многокомпо-
нентных композиционных материалов на 
основе применения методов численного 
моделирования. Предлагаемая методика 
позволяет в достаточно сжатые сроки за 
счет значительного снижения количества 
натурных экспериментов (минимум в два 
раза) разработать материал, свойства ко-
торого максимально соответствуют ключе-
вым проектным данным. 
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