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Создана математическая модель взаимодействия многолетнемерзлого грунта и трубопровода в про-
граммном комплексе Comsol Multiphysics 4.3b. Проведен анализ исходных данных для моделирования. Сде-
лано заключение о том, что граничные условия третьего рода на поверхности грунта зависят от времени. 
Обозначены основные требования, предъявляемые к регрессионной модели, описывающей граничные усло-
вия на поверхности грунта. Разработана методика аппроксимации исходных данных рядами Фурье. Опреде-
лено оптимальное число слагаемых в ряду Фурье, обеспечивающее плавное изменение аппроксимируемой 
величины при переходе от одного месяца к другому. При помощи инструментов пакета Matlab с интегриро-
ванным языком символьного исчисления MuPad сформировано выражение, задающее граничные условия 
в Comsol Multiphysics 4.3b. Выполнена проверка соответствия использованных символьных обозначений 
функций и переменных смысловому содержанию тех же символьных обозначений в интерпретируемом язы-
ке Comsol Multiphysics 4.3b.
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Mathematical model of permafrost and underground pipeline heat interaction has been created in Comsol 
Multiphysics 4.3b. Initial data analysis has been done. Time-dependence of third kind boundary conditions has 
been indicated. The main requirement for regression model of the boundary condition on the permafrost surface 
has been denoted. The procedure of initial data approximation by Fourier series has been devised. Optimal number 
of summands in the Fourier series, providing a smooth change of approximated value from month to month, has 
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Keywords: hot pipeline, permafrost, aureole thawing, time-dependent boundary condition, climatic parameters, sun 
radiation, boundary condition of third kind

При проектировании трубопроводных 
систем, перекачивающих горячие продук-
ты в условиях сплошной или островной 
многолетней мерзлоты, особенно важным 
является правильный выбор способа про-
кладки и обоснование толщины теплоизо-
ляционного покрытия. При подземном спо-
собе прокладки определяющий фактор – это 
допустимая величина просадки оттаявшего 
многолетнемерзлого грунта (ММГ), завися-
щая от глубины его оттаивания и жесткости 
трубопровода [1; 3–7; 9–15].

Цель работы – разработать наиболее 
рациональную методику задания периоди-
ческих граничных условий третьего рода 
на поверхности моделируемого грунтового 
массива, воспроизводящую среднестати-
стические значения основных климатиче-

ских параметров в районе проектируемого 
трубопровода.

Задачи:
– выполнить анализ исходных данных 

задачи о моделировании теплового взаимо-
действия трубопроводов с ММГ;

– определить основные возможно-
сти программного комплекса Comsol 
Multiphysics 4.3b в части задания гранич-
ных условий третьего рода;

– разработать математическую форму-
лировку граничных условий третьего рода, 
позволяющую использовать ее в Comsol 
Multiphysics 4.3b.

Для создания модели трубопровода 
и грунта в программе Comsol Multiphysics 
4.3b необходимо выбрать физический режим 
Heat Transfer with Radiation in Participating 
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Media, позволяющий моделировать тепло-
проводность в средах, испытывающих 
фазовые переходы типа «плавление – за-
твердевание» на основании нелинейного 
дифференциального уравнения теплопро-
водности [2]:

  (1)

где ρ(T) – плотность грунта; T – температу-
ра; cр(T) – теплоемкость грунта; t – время; 
K(T) – теплопроводность грунта; G – вну-
тренние объемные источники тепла.

Среди решателей необходимо выбрать 
Time Dependent, позволяющий решать за-
дачи с нестационарным теплообменом. 
Во вкладке Geometry необходимо создать 
геометрическую модель исходной за-
дачи (рис. 1).

Во вкладке Materials, секции Material 
Contents задаются теплофизические харак-
теристики грунтов, теплоизоляции и ма-
териала стенки трубопровода. В секции 
Geometric Entity Selection производится вы-
бор расчетных областей, к которым принад-
лежит тот или иной материал.

Рис. 1. Геометрическая модель трубопровода 
в мерзлом грунте с заданными граничными условиями

Рис. 2. Добавление граничного условия «Heat Flux». Осуществляется вызовом контекстного меню 
во вкладке «Heat Transfer with Radiation in Participating Media»
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Во вкладке Heat Transfer with Radiation 

in Participating Media необходимо добавить 
граничное условие Heat Flux (рис. 2), зада-
ющее тепловой поток в общем виде. Затем 
в секции Heat Flux в строке General inward 
heat fl ux вводится имя переменной, которая 
будет задавать величину теплового потока 
на поверхности грунта, например «Full_
Heat_Flux». В секции Boundary Selection 
необходимо выбрать верхнюю границу рас-
четной области (рис. 3).

Далее во вкладке Defenitions необходи-
мо добавить новую таблицу с переменными 
и записать в столбец Name ранее определен-
ное имя переменной, задающей тепловой 
поток на поверхности грунта: «Full_Heat_
Flux». В столбце Expression вводится выра-
жение в символьном виде, задающее непо-
средственно сам тепловой поток. Удобные 
возможности для выполнения операций 
с символьными выражениями предостав-
ляет программный комплекс Matlab с инте-
грированным языком символьного исчисле-
ния MuPad.

Перейдем к описанию вида выражения, 
задающего тепловой поток. Граничные ус-
ловия третьего рода на поверхности земли 
задаются выражением (2):

  (2)

где A – альбедо деятельной поверхности; a – 
коэффициент теплоотдачи от поверхности 

земли; Tв – температура воздуха; ε – степень 
черноты поверхности земли в длинновол-
новом диапазоне; σ0 – постоянная Стефа-
на – Больцмана; b – коэффициент излучения 
атмосферы [8]; T – температура моделируе-
мого массива грунта. 

Каждое слагаемое формулы (2) содержит 
в себе переменную, зависящую от времени. 
Рассмотрим переменную Q, задающую вели-
чину теплового потока солнечной радиации 
к горизонтальной поверхности. Как прави-

ло, информация о величине солнечной ради-
ации содержится в отчетах по инженерным 
изысканиям объекта проектирования в виде 
таблиц суммарной солнечной радиации дея-
тельной поверхности при средних условиях 
облачности по месяцам, Дж/м2. 

Для определения мощности теплового 
потока Q необходимо разделить величину 
суммарной солнечной радиации на количе-
ство секунд в месяце. В этом случае размер-
ность Q будет Вт/м2.

Перейдем к выводу выражения, аппрок-
симирующего величину Q в зависимости 
от времени года. Для этих целей можно ис-
пользовать различные регрессионные мо-
дели. Однако выбор должен быть сделан 
в сторону той модели, которая позволит 
учесть две важные особенности:

1. Регрессионная модель должна пред-
ставляться периодической функцией 
времени. Это обеспечит повторяемость 
значений основных климатических харак-
теристик в одно и то же время для каждого 
расчетного года.

Рис. 3. Ввод переменной, задающей величину теплового потока 
и выбор границы № 3 (выделена синим цветом в окне Graphics)
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2. Регрессионная модель в качестве ис-

ходных данных должна использовать сред-
неарифметические значения аппроксимиру-
емых данных за определенный промежуток 
времени.

Разработанная в начале XIX века фран-
цузским математиком Фурье теория сходя-
щихся тригонометрических рядов предо-
ставляет очень удобные возможности для 
вычисления выражения, аппроксимирую-
щего Q в соответствии со всеми требовани-
ями, приведенными выше:

  (3)

  (4)

   (5)

  (6)

где ty – продолжительность года, с; Qi – мощ-
ность теплового потока солнечной радиации 
в i-м месяце, Вт/м2; t0 = 0 с, соответствует на-
чалу года; ti – момент окончания i-го месяца 
в году, с; k – число слагаемых в ряду Фурье; 
t – расчетный момент времени.

Аналогичные операции выполняются 
для всех переменных выражения (2), зави-
сящих от времени года. Для плавного из-
менения аппроксимируемой величины при 
переходе от одного месяца к другому ре-
комендуется брать не более 7–9 слагаемых 
ряда Фурье. После расчета коэффициентов 
ряда Фурье для всех переменных, оконча-
тельное выражение для Full_Heat_Flux за-
писывается в колонку Expression.

Следует отметить, что использован-
ная переменная «t», «T» функции «cos» 
и «sin» интерпретируются в Comsol 
Multiphysics 4.3b в соответствии со смыс-
лом, положенным в формулах (3)–(6).

Выводы
Создана математическая модель вза-

имодействия многолетнемерзлого грунта 
и трубопровода в программном комплексе 
Comsol Multiphysics 4.3b. Проведен анализ 
исходных данных для моделирования. Сде-
лано заключение о том, что граничные ус-
ловия третьего рода на поверхности грунта 
зависят от времени. Обозначены основные 
требования, предъявляемые к регрессион-
ной модели, описывающей граничные ус-

ловия на поверхности грунта. Разработана 
методика аппроксимации исходных данных 
рядами Фурье. Определено оптимальное 
число слагаемых в ряду Фурье, обеспечи-
вающее плавное изменение аппроксимиру-
емой величины при переходе от одного ме-
сяца к другому. При помощи инструментов 
пакета Matlab с интегрированным языком 
символьного исчисления MuPad сформи-
ровано выражение, задающее граничные 
условия в Comsol Multiphysics 4.3b. Вы-
полнена проверка соответствия использо-
ванных символьных обозначений функций 
и переменных смысловому содержанию тех 
же символьных обозначений в интерпрети-
руемом языке Comsol Multiphysics 4.3b.
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