
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 11, 2015

59ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.02.00, 05.13.00, 05.17.00, 05.23.00)
 УДК 51-71:541.13
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В работе проведен численный анализ модели ЗОМ переноса симметричного бинарного электролита 
с одинаковыми коэффициентами диффузии катионов и анионов. Решение краевой задачи модели ЗОМ имеет 
качественное и количественное соответствие с решением исходной краевой задачи для системы уравнений 
Нернста – Планка и Пуассона на всей области, за исключением пограничных слоев возле ионообменных 
мембран. При этом модель ЗОМ значительно проще и удобнее для численного и аналитического решения, 
поэтому она может использоваться для начального исследования переноса бинарного электролита. Модель 
ЗОМ может служить также эталонной задачей для определения асимптотического поведения решения ис-
ходной краевой задачи для системы уравнений Нернста – Планка и Пуассона, например, для разбиения об-
ласти на части и нахождения асимптотических шкал в каждой из них.
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In the numerical analysis model Zom transfer symmetrical binary electrolyte with the same diffusion 
coeffi cients of cations and anions. The decision of the boundary problem Zom model has qualitative and quantitative 
conformity with the solution of the initial boundary value problem for a system of equations Nernst-Planck and 
Poisson in the entire region, with the exception of the boundary layers near the ion-exchange membranes. In this 
model Zom much easier and more convenient for numerical and analytical solutions, so it can be used for the initial 
transfer of a binary electrolyte studies. Zom model can also serve as a reference for the task of determining the 
asymptotic behavior of the solutions of the initial boundary value problem for a system of equations Nernst-Planck 
and Poisson, for example, to split the area into parts and fi nding asymptotic scale in each of them.
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При моделировании переноса в мем-
бранных системах в сверхпредельных токо-
вых режимах обычно используются краевые 
задачи для системы уравнений Нернста – 
Планка и Пуассона [2]. Однако эта система 
уравнений сложна/

1. Она содержит 9 уравнений с 9 неиз-
вестными функциями.

2. При естественной нормировке появля-
ются два малых параметра ε и λ, и она ста-
новится сингулярно-возмущенной, поэтому 
она неудобна для численного решения.

3. Структура системы уравнений та-
кова, что из нее можно вывести лишь 
модельную задачу с условием электроней-
тральности.

В работах [1, 3] была выведена модель 
ЗОМ переноса симметричного бинарного 
электролита с z1 = –z2 = 1, и равными коэф-
фициентами диффузии катиона и аниона 
D1 = D2. В качестве такого электролита в не-
котором приближении можно рассматри-
вать раствор KCl. 

На рис. 1 приведена схема канала 
обессоливания, образованного анионо-
обменной и катионообменной мембра-

нами, причем y = 0 соответствует входу 
в канал, y = L – выходу (L = 2), x = 0 – 
анионообменной мембране, x = 1 – кати-
онообменной мембране. На входе приве-
ден профиль (эпюра) скорости течения 
раствора.

Рис. 1. Безразмерная область решения – схема 
канала обессоливания
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Краевая задача модели ЗОМ

1. Система уравнений. Модель ЗОМ 
в безразмерном виде описывается относитель-
но неизвестных функций S(x, y, t), η(x, y, t), 
φ(x, y, t) следующей системой уравнений:

   (1)

где

        

 – индикаторная функ-

ция (обобщенная суммарная концентра-
ция),  – напряженность (φ – потенциал) 
электрического поля; C1, C2 – концентрация 
катионов и анионов;  – плот-
ность тока. 

Система уравнений модели ЗОМ (1) 
состоит из 3 уравнений с 3 неизвестными 
(с учетом ), причем первое уравне-
ние линейное, третье уравнение является 
условием разрешимости второго нелиней-
ного алгебраического уравнения. Действи-
тельно, предположим, что внутри области 

, и запишем второе уравнение 
в виде

Определим двумерный аналог rot, – опе-
ратор . Поскольку

, 

то необходимым условием разрешимости 
является условие

, 

откуда следует, что

 

Или с учетом 

 
после ряда преобразований получаем 
уравнение 

Выясним физический смысл функ-
ции S. Для этого обратим внимание на то, 
что при  имеем S = S0 + O(ε), где 
S0 = C1 + C2 – суммарная концентрация. 

Таким образом, там, где напряженность 
электрического поля ограничена при ε → +0 
(в области электронейтральности) S ≈ S0 
и функция S имеет смысл суммарной кон-
центрации и является, соответственно по-
ложительной функцией. Там, где напряжен-
ность электрического поля неограничена 
при ε → +0 (в области пространственного 
заряда), функция S описывает дефект кон-
центрации (отрицательная величина), вы-
званный дополнительным свехпредельным 
переносом ионов. Таким образом, функцию 
S можно назвать обобщенной концентра-
цией или индикаторной функцией, при-
нимающей при сверхпредельном переносе 
как положительные, так и отрицательные 
значения, причем область, где она положи-
тельна, является асимптотически (т.е. при 
ε → +0) областью электронейтральности, 
отрицательна – областью пространственно-
го заряда. Окрестности нулей функции S –   
эта промежуточная область, где происходит 
переход от области электронейтральности 
к области пространственного заряда.

2. Краевые условия. Постановки крае-
вых условий зависят от целей конкретного 
исследования и могут значительно отли-
чаться друг от друга. Ниже приведены не-
сколько примеров краевых условий.

При постановке краевых условий нуж-
но учитывать, что модель ЗОМ справедлива 
внутри области (внутри канала обессоли-
вания за пределами погранслоев (плотной 
части двойного электрического слоя)), по-
этому в дальнейшем x = 0 соответствует 
правой границе погранслоя около анионо-
обменной мембраны, а x = 1 – левой грани-
це погранслоя около катионообменной мем-
браны [1, 3]. Кроме того, нужно учитывать, 
что мембранные системы работают, как 
правило, в двух разных режимах: потенци-
остатическом, когда поддерживается посто-
янным падение потенциала, и гальваноста-
тическом, когда ток iav, протекающий через 
любое сечение камеры обессоливания, яв-
ляется постоянным.
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Как показано в [1, 3], при гальваностати-

ческом режиме естественными являются сле-
дующие граничные условия для функции η: 

      (2)

     (3)

1. Граничные условия для функции S
Граничные условия на функцию S доста-

точно сложно определить. Ниже предлага-
ется вариант граничного условия, в котором 
задаются значения обобщенной концентра-
ции A(t, y), B(t, y) на границах x = 0, x = 1 и 
на входе в канал y = 0:
      (4)

      (5)

Значения обобщенной концентрации 
A(t, y), B(t, y), C(t, x) зависят от от величины iav. 

Для случая z1 = –z2 = 1, D1 = D2 распре-
деление обобщенной концентрации симме-
трично, поэтому A(t, y) = B(t, y). Значения 
этих функций должны определяться в общем 
случае из сращивания решения задачи ЗОМ 
с решение погранслойной задачи. Для того 
чтобы сделать задачу ЗОМ самостоятельной 
зададим краевые условия независимо от по-
гранслойной задачи. Считая функцию S(t, x, 
y) достаточно гладкой, получаем 

 

Для не слишком длинного канала:

С учетом (6) получаем
 

  

Следовательно, A(t, y) = B(t, y) = A0(t)y, 
причем A0(t) < 0. 

На выходе из канала используется «мяг-
кое» граничное условие (5), гарантирующее 
отсутствие вычислительных артефактов 
у функции S на выходе из канала.

2. Начальные условия:
      (6)

Граничные и начальные условия долж-
ны быть согласованы друг с другом. Для 

функции η граничные условия и началь-
ное условие будут согласованы, если взять 
η0(x, y), например, в виде η0(x, y) = –iavy.

3. Формулы для расчета концентраций 
катионов и анионов

Так как  [2], то с учетом 
C1 + C2 = S0, получаем, что

Поскольку

то 

4. Анализ решений краевой задачи 
4.1. Рассмотрим решение задачи ЗОМ 

при условиях, что рассматривается течение 
Пуазейля   
и на входе предполагается практически 
предельное распределение концентраций, 
а средняя плотность тока равна предельной 
плотности тока iav = 2, тогда из решения од-
номерной задачи [3] получаем

Остальные параметры имеют значения 
λ = 0,01, 

Рассмотрим результаты численных 
расчетов. 

Из рис. 2 видно, что вниз по каналу об-
ласть пространственного заряда (область, 
где S < 0) расширяется. 

Из рис. 3 следует, что первая коорди-
ната напряженности электрического поля 
значительно больше второй координаты, 
особенно в области пространственного за-
ряда. Отметим, что функция η практиче-
ски линейная (рис. 4), а первая координата 
плотности тока значительно больше второй 
координаты (рис. 5), т.е. фактически ток те-
чет поперек канала. 
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                                а                                                                              б

Рис. 2. График обобщенной концентрации S: 
а – на входе; б – в канале

                       а                                                                              б

Рис. 3. Графики напряженности электрического поля: 
а – первой координаты; б – второй координаты
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Рис. 4. График функции η

Концентрация катионов возле анионо-
обменной мембраны на входе в канал прак-
тически равна нулю и аналогично концен-
трации анионов возле катионообменной 
мембраны на входе в канал также практи-
чески равна нулю (рис. 6). В ядре потока 
концентрация ионов падает вниз по каналу.

Из рис. 7, а следует, что наибольшая плот-
ность заряда достигается вблизи ионообмен-

ных мембран. Связано это с селективностью 
ионообменных мембран, причем у поверхно-
сти анионообменной мембраны плотность за-
ряда отрицательна (C1 << C2), а у поверхности 
катионообменной мембраны плотность заря-
да положительна (C1 >> C2) (рис. 6). В ядре 
потока условие электронейтральности выпол-
няется с большой точностью [5].

Заключение
В работе проведен численный анализ 

модели ЗОМ переноса симметричного би-
нарного электролита с одинаковыми коэф-
фициентами диффузии катионов и анионов. 
Решение краевой задачи модели ЗОМ имеет 
качественное и количественное соответ-
ствие с решением исходной краевой задачи 
для системы уравнений Нернста – Планка 
и Пуассона на всей области, за исключени-
ем пограничных слоев возле ионообменных 
мембран. При этом модель ЗОМ значитель-
но проще и удобнее для численного и ана-
литического решения, поэтому она может 
использоваться для начального исследова-
ния переноса бинарного электролита. Мо-
дель ЗОМ может служить также эталонной 
задачей для определения асимптотического 
поведения решения исходной краевой зада-
чи для системы уравнений Нернста – План-
ка и Пуассона, например для разбиения 
области на части и нахождения асимптоти-
ческих шкал в каждой из них.

                         а                                                                              б
Рис. 5. Графики координат плотности тока: 

а – первой; б – второй 
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                          а                                                                                б

Рис. 6. Графики концентрации: 
а – катионов; б – анионов

   
                           а                                                            б                                          в

Рис. 7. График и лиги уровня плотности заряда ρ = C1 – C2: 
а – график; б – линии уровня в канале; в – линии уровня вблизи анионообменной мембраны

Результаты работы несложно обобщить на 
случай произвольного бинарного электролита.

Работа выполнена при финан-
совой поддержке грантов РФФИ 
№ 13-08-93105-НЦНИЛ_а, 13-08-96519 
р_юг_а, 13-08-96525 р_юг_а и администра-
ции Краснодарского края.
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