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НеПаРаметРИЧеское масШтаБНое УРаВНеНИе  
И ФеНомеНолоГИЧескаЯ теоРИЯ кРИтИЧескИХ ЯВлеНИй
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Университет ИТМО, Санкт-Петербург, e-mail: togg1@yandex.ru

Предложено новое непараметрической уравнение скейлингового вида в переменных плот-
ность-температура, разработанное на основе феноменологической теории критических явлений и 
экспериментально подтвержденной гипотезе Бенедека, в основе которой лежит утверждение об одинаковом 
характере поведения ряда термодинамических функций на критической и околокритических изохорах 
в асимптотической окрестности критической точки. Рассмотрены две модели масштабных уравнений. В 
первой модели использована только одна линия псевдокритических точек. Относительные отклонения при 
сравнении с линейной моделью Скофилда-Литстера-Хо масштабных функций химического потенциала, 
производной химического потенциала и изотермической сжимаемости лежат в пределах 30 %. Во второй 
модели использованы две линии псевдокритических точек. для этой модели относительные отклонения 
масштабных функций лежат в пределах 0,7 %. Это позволяет сделать вывод о том, что предложенное 
масштабное уравнение превосходит по своим расчетным характеристикам известные непараметрические 
уравнения такого же типа и не уступает параметрическим масштабным уравнениям.
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A new non-parametric equation of state in the form of a scaling variable density and temperature developed on 
the basis of the phenomenological theory of critical phenomena and experimentally confirmed Benedek hypothesis, 
which is based on the assertion that the behavior of the same number of thermodynamic functions on the critical 
and near-critical isochores in the asymptotic vicinity of the critical point. Considered two models of large-scale 
equations of state. In the first model used only one line pseudocritical points. Relative deviation when compared with 
Schofield-Litster-Ho linear model scale features of the chemical potential, the derivative of the chemical potential 
and the isothermal compressibility are within 30 %. In the second model used two lines pseudocritical points. For 
this model of relative deviation of the scale functions are in the range of 0.7 %. This leads to the conclusion that the 
proposed large-scale equation of state exceeds its estimated characteristics of known non-parametric equations of 
the same type and not inferior parametric scale equations of state.
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В последние десятилетия предприня-
то несколько попыток построить непара-
метрическое уравнение состояния [4, 6, 7, 
9, 12, 14], удовлетворяющее требованиям 
масштабной теории критических явлений и 
не уступающее по точности известным па-
раметрическим уравнениям. При описании 
асимптотической окрестности критической 
точки наибольшее распространение полу-
чило уравнение Скофилда-Литстера-Хо [3], 
которое принято называть «линейная мо-
дель» (ЛМ) и анализу которой посвящено 
большее количество работ. Линейная мо-

дель входит также составной частью в раз-
личные асимметричные параметрические 
уравнения состояния. Поэтому уравнение 
ЛМ использовано в данной работе как эта-
лонное. В отличие от известных уравнений, 
сконструированных на основе уравнения 
Вайдома, масштабное уравнение данной ра-
боты строго рассчитано на основе феноме-
нологической теории критических явлений 
Мигдала А.А. [5].

В рамках феноменологической теории 
критических явлений [5] масштабная гипо-
теза имеет следующий вид:

 ( ) 3
0 3tK m m

γ+β
γ∆µ ⋅ = ϕ ⋅ + ϕ ⋅ , ( )tm K

β
γ= ∆ρ⋅ , (1)

где ( ) ( )( )0/ ,cp t t∆µ = ρ µ ρ - µ ; 
/ 1ct tt = - ; ( )0 tµ  – регулярная функция 

температуры; pc – критическое давление; 
tc – критическая температура; t – абсолют-
ная температура; ρ – плотность; β и γ – со-
ответственно критические индексы кривой 

сосуществования x = – x0 и коэффициента 
изотермической сжимаемости Kt; ϕ0 и φ3 – 
постоянные коэффициенты; 

1//x β= t ∆ρ  – 
масштабная переменная; / 1c∆ρ = ρ ρ - ; 
pc – критическая плотность; x0– параметр, 
определяющий поведение кривой сосуще-
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ствования данного вещества в асимптоти-
ческой окрестности критической точки.

Выражение для Kt выберем исходя из 
гипотезы об одинаковом характере поведе-
ния изотермической сжимаемости на крити-
ческой и околокритических изохорах [10]:

 
( )ps

t
c

t t
K A

t

-γ
- ρ

= , (2)

где A – амплитуда; tps(ρ) – линия особых точек 
изотермической сжимаемости (спинодаль).

В асимптотической окрест-
ности критической точки, так как 

( )1/
1( ) 1ps cT T x βρ = ⋅ - ∆ρ , имеем из (2):

 
/

1tK A x x-γ β -γ= ∆ρ + , (3)
где x1 – постоянный параметр.

Из уравнения состояния (1), подстав-
ляя в него (3), получим искомое масштаб-
ное уравнение в переменных плотность-
температура [2]:

 ( ) ( )( )1 2
1 3 1A x x x xδ- γ γ- β∆µ = ∆ρ ∆ρ + + φ + , (4)

где δ – критический индекс критической 
изотермы. 

Из (4) непосредственно следует, что мас-
штабная функция химического потенциала 

( )h x  в рамках рассматриваемого подхода к 
описанию критических явлений имеет вид:
 ( ) ( )( )2

1 3 1( )h x A x x x xγ γ- β= + + φ + . (5)

На линии фазового равновесия  
x = – x0 должно выполняться равенство 

0
0x x=-

∆µ = , а следовательно, и

 0( ) 0h x x= - = . (6)

Найдем из (6) значение параметра ϕ3:

 ( ) ( ) 2
1 0 3 1 0 0x x x xγ γ- β- + φ - = ⇒ ( )2

3 1 0x x βφ = - - . (7)

Подставим найденное значение ϕ3 в (2) 
получим выражение для масштабной функ-
ции ( )h x , содержащее два подгоночных 
параметра: A – амплитуду и x1 – индивиду-
альный параметр, который определяет на 
термодинамической поверхности, как будет 
ниже показано, линию сингулярности изо-
хорной теплоемкости Cv.

С целью установить значение пара-
метров A и x1, воспользуемся линейной  
моделью [3]:

 ( )21arβδ∆µ = θ - θ , (8)

где независимые переменные r и θ соот-
ветственно характеризуют «расстояние» до 
критической точки и угол поворота относи-
тельно критической изохоры; a – индивиду-
альная постоянная вещества. Переменные r 
и θ связаны с ρ и t зависимостями:

 krβ∆ρ = θ  и ( )21rt = - θ , (9)

где ( )2
01k b x

β -β= - .
Масштабная функция химического по-

тенциала ( )lh x , соответствующая (8) и (9), 
имеет вид [3]:

 
( )

2

1
1( )l

ah x
k k δ-

- θ
=

θ
. (10)

Потребуем, чтобы вблизи критической 
изохоры выполнялся предельный переход:

 ( ) ( )lx xh x h x
→∞ →∞

= . (11)
Так как

 
( )

2 2

1/
1 bx
k β
- θ

=
θ

, (12)

где ( ) ( )( )2 1 2b = γ - β γ - β , то функцию 
(10) можно представить в виде

 
( )

2

2 2

1( )
1

l
ah x x
k b

γ
γ

- θ
=

- θ
. (13)

Учитывая, что на критической изохоре  
θ = 0, получим из (11) равенство

 A = a / k. (14)
Таким образом, в функции (5) остался 

один неопределенный параметр x1.
С целью установить значение x1 вос-

пользуемся равенством:

 0 0, 1/( ) ( )lx x bh x h x
= = θ=±

=  (15)
и, подставляя в (15) зависимости (5) и (13), 
придем к уравнению:
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 ( )
( )

22 2
1 1 0 1 01

2 1

11

1

bx x x x x
b b

βγ γ- β γ
δ-β -

-
- - =

 - 
 

. (16)

Сделаем в (16) замену 1 1 0/x xϕ =  и по-
лучим

( ) ( )3 12 2 2
1 1 11 1b b

δ- -γ+βγ γ- βϕ - ϕ - ϕ = - . (17)
Из уравнения (17) найдем искомое 

значение параметра ϕ1. Обратим вни-
мание на то, что параметр ϕ1 является 
универсальным с точностью до универ-
сальности критических индексов. Решая 
уравнение (17) найдем значение ϕ1 = 52,751, а  
следовательно:

 1 052,751x x= . (18)

для того, чтобы оценить точность пред-
ложенной модели масштабного уравнения 
(4), найдем значения ( )h x′ , ( )lh′ θ , а также 
масштабные функции изотермической сжи-
маемости ( )zf x  и ( )zlf θ .

Производная масштабной функции хи-
мического потенциала ЛМ имеет вид [3]:

( )
( )( )

( ) ( )

2

2 2 1

2

1 1 2l

ka
h

b k δ- β

γ + θ β - γ θ′ θ =
- - β θ θ

. (19)

Производная масштабной функции хи-
мического потенциала, рассчитанная на ос-
нове (5), описывается выражением:

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2 1

1 21 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1

1 1
1 2x x x xh x x x x x x x x x x

x x x x

β β-
γ- γ --γ

     - -  ′ = γ + - + + β - +     + +     
, (20)

а масштабная функция Kt ЛМ (4) имеет сле-
дующую структуру [7]:

( ) ( ) ( )2 2

1 1
1 2 3

zlf k
a b

γ β
θ = θ

+ γ - θ
. (21)

Масштабная функция изотермической 
сжимаемости, в случае (4), рассчитывается 
путем подстановки в формулу:

( ) ( ) ( )
1

0
z

xf x h x h x
x

-
 

′= δ - β 
, (22)

выражений (5) и (20).
Обратим внимание на то, что согласно 

(5), (20) и (22) на линии x = – x1 выполняется 
равенство 

( )1
1zf x x- = - =0 ⇔

1
0t x xK

=-
= ⇔ ( )

1
0t x x

p
=-

∂ρ ∂ = . 

Следовательно, уравнение x = – x1 описыва-
ет линию псевдокритических точек – линию 
сингулярности изохорной теплоемкости, 
положение которых на термодинамиче-
ской поверхности определяется системой  
равенств [8]:

 ( ) 0tp∂ρ ∂ =  ⇔  ( ) 0tt s∂ ∂ =  (23)
На рис. 1 представлено сравнение пред-

ложенной модели и ЛМ. Отклонения между 
значениями (5) и (10), (20) и (19), (22) и (21) 
представляются слишком большими.

Рис. 1. Относительные отклонения масштабных функций данной работы (5), (20) и (22) от 
масштабных функций линейной модели (10), (19) и (21), соответственно: 1 – химического 
потенциала; 2 – производной химического потенциала; 3 – изотермической сжимаемости
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Установим, насколько данное вы-

ражение является гладким на критиче-
ской изохоре. Пусть ∆ρ → 0, тогда из  
(4) имеем:

( )( )1 1 2 2 1 4
1 3 1 5... 2 ... ...A x x x x x x xδ- γ γ- γ- β γ- β- γ- β∆µ = ∆ρ ∆ρ + γ + + φ + γ - β + +φ + . (24)

Из (24) следует, что при x → ∞ поведение масштабной функции (5) описывается  
зависимостью:

 ( ) ( )( )2 1 2 1
3 1 12 ...h x A x x x x x xγ γ- β γ- γ- β-→ ∞ = + φ + γ + γ - β + . (25)

В то же время, в случае линейной модели имеем:

 ( ) ( )2 4
1 2 ...lh x A x a x a xγ γ- β γ- β→ ∞ = + + + , (26)

где ai – постоянные ( 1, 2 ,...i = ).
Из (24) и (25) следует, что если пер-

вые два члена разложения по степеням 
x совпадают, поведение третьих слагае-
мых носит качественно разный характер:

1
1 x

x xγ-

→∞
γ → ∞ , 4

2 0
x

a xγ- β

→∞
→ . 

Таким образом, аналитические характе-

ристики масштабной функции (5) можно 
улучшить, если исключить из разложения 
по степеням x в (24) слагаемое γx1xγ-1.

С этой целью воспользуемся методом 
псевдокритических точек [13] (известным 
также как метод нескольких псевдоспино-
дальных кривых [2, 10]) и преобразуем (5) 
к следующему виду:

 ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 2 3 1( )h x A x x x x x xγ γ γ- β= + + φ + + φ + . (27)

Теперь разложение по степеням x функции (27) при x → ∞ выглядит так:

( ) ( ) ( )( ( ) )2 1 2 1
1 2 3 1 2 2 31 2 ...h x A x x x x x x xγ γ- β γ- γ- β-→ ∞ = + φ + φ + γ + φ + γ - β + . (28)

для того, чтобы добиться требуемого раз-
ложения масштабной функции h1(x) по степе-

ням x, наложим на параметры x1, x2, ϕ2 усло-
вие 1 2 2 0x x+ φ = , в результате получим:

 ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1 1 2 2 3 1( )h x A x x x x x x x xγ γ γ- β= + - + + φ + . (29)

для того, чтобы удовлетво-
рить требованию равенства хими-
ческих потенциалов на паровой и 

жидкостной ветвях линии насыщения, вы-
берем значение параметра ϕ3 из условия  

1 0( ) 0h x x= - = :

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )2 2 2
3 1 2 1 1 2 1 01 1 1 1 1 1x x x xγ γ -γ+ β γ γ -γ+ β βφ = - - - ε - - = ϕ - - ε ϕ - ϕ - , (30)

где 1 2ε = ϕ ϕ , 2 2 0/x xϕ = .

Подставим найденное значение ϕ3 в 
(27), и, выполнив замену переменной x на 

ϕ, в результате получим следующее выра-
жение h1(x):

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 21
1 0 1 2 3 1( ) 1h x ak x - γ γ γ- β- γ= - ε ϕ + ϕ - ε ϕ + ϕ - φ ϕ + ϕ . (31)

для определения значений параметров ϕ1 и ϕ2 воспользуемся равенствами:

 1 0 1/( ) ( )lx bh x h
= θ=±

= θ  и 1 0 1/( ) ( )lx bh x h
= θ=±

′ ′= θ . (32)
Функция h'1(x) имеет вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 11 1
1 0 1 2 3 1( ) 1 2h x ak x - γ- γ- γ- β-- γ-′ = - ε γ ϕ + ϕ - γε ϕ + ϕ - γ - β φ ϕ + ϕ . (33)
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Подставим масштабные функ-

ции (10), (19), (31) и (33) в равен-
ства (32) и получим искомую систему  
уравнений:

 ( ) ( ) ( )3 11 2 2
1 2 3 11 1b b

δ- -γ+- γ γ γ- β- ε ϕ - εϕ - φ ϕ = - , (34)

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 1

1 1/2 1 1 2 1 2
3 12 2 1 2b b k b -δ+ + βγ- γ- γ- β-β γϕ - γεϕ - γ - β φ ϕ = - ε γ + β - γ ⋅ . (35)

Решая совместно уравнения (34), (35) 
получим следующие значения параметров 

1 2,71293ϕ =  и 2 3,05707ϕ = . 
Масштабная функция изотермической 

сжимаемости, в случае (31) и (33), имеет вид:

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1 1 1zf x h x x h x -′= δ - β . (36)

Представленные на рис. 2. отклонения 
между масштабными функциями (31), (33) 

и (36) и соответствующими функциями ли-
нейной модели (10), (19) и (21) значитель-
но меньше, чем отклонения масштабных 
функций (5), (20) и (22) от ЛМ. 

заключение
Полученное в данной работе мас-

штабное уравнение состояния по своим 
расчетным характеристикам не уступа-

Рис. 2. Относительные отклонения масштабных функций (31), (33) и (36) от масштабных 
функций линейной модели (10), (19) и (21), соответственно: 1 – химического потенциала;  

2 – производной химического потенциала; 3 – изотермической сжимаемости

ет известным масштабным уравнениям 
в параметрической форме и может быть 
использовано при построении единых и 
широкодиапазонных уравнений состояния 
[1, 11], используемых для описания как 
регулярной части термодинамической по-
верхности, так и околокритической и ме-
тастабильной области и структурно вклю-
чающих линию насыщения [15] в качестве 
опорной кривой.
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