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В статье описывается многозвенная модель экзоскелета. Она строится на основе стержневой механи-
ческой системы с деформируемыми звеньями. Звенья соединяются между собой при помощи идеальных 
шарниров-суставов, в которых могут реализовываться необходимые управляющие вращающие моменты. 
Рассматривается плоская модель. Модель экзоскелета имеет весомые звенья. Все элементы структуры яв-
ляются упругими. Впервые в подобных моделях длины стержней являются функциями времени. Следо-
вательно, становится возможным задавать программируемые деформации звеньев с тем, чтобы добиться 
полной синхронизации движений экзоскелета и эндоскелета. При этом должны совпадать упругие свойства 
биологических тканей и искусственных материалов. Показано существование и единственность решения 
задачи Коши для полученной системы дифференциальных уравнений движения, описывающей движения 
экзоскелета в виде стержневой механической системы с деформируемыми звеньями. Для решения постав-
ленной задачи использована теорема Пикара. Все это позволяет в дальнейшем проводить аналитические 
и численные решения данной системы.
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deformable tiers. The tiers are linked by means of perfect joint-couplings, which may take the necessary control 
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В области создания роботов концеп-
ция эндоскелета находит теоретическое 
и практическое воплощение. Большое чис-
ло степеней свободы, присущее системам 
с эндоскелетной структурой, имеет свои 
недостатки, обусловленные их же достоин-
ствами. Большое число степеней свободы 
обуславливает потенциальную неустойчи-
вость системы, которая должна уравнове-
шиваться более сложной системой управле-
ния. В связи с этим в настоящее время все 
большее развитие получает идея синтеза 
эндоскелета с экзоскелетом, причем не пан-
цирного, а актуаторного типа, усиливающе-
го функции основного.

В биологических системах эндоскелет-
ного типа структуры, передающие энергию 
мышц, представляют собой кинематиче-
ские цепи шарнирно-стержневого типа. 
Основные формы силового взаимодействия 

стержней в шарнирах – это рычаги первого 
и второго рода.

Создание экзоскелетов с различными 
функциями для гражданских целей может со 
временем сделать экзоскелет даже более рас-
пространенной машиной, чем велосипед.

Во многих странах, не только обладаю-
щих большим научно-техническим потен-
циалом (Россия, США, Германия, Япония 
и др.), но и в Австралии, Новой Зеландии, 
ЮАР, Корее и др. проводятся серьезные ис-
следования по созданию антропоморфных 
роботов и экзоскелетов [1–5, 7–10].

На основе новых технологий и матери-
алов можно будет в перспективе рассчитать 
и сделать экзоскелет и антропоморфного 
робота, полностью адекватным движениям 
человека и с гораздо меньшими энергети-
ческими затратами, чем современные ро-
боты, созданные на основе твердого тела. 
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Предложим перспективное описание по-
добной модели.

Исследуем вопрос о существовании 
и единственности решения задачи Коши 
полученной ранее системы дифференци-
альных уравнений движения для механиче-
ской системы типа экзоскелета с деформи-
руемыми звеньями [1–3]. Удобно проводить 
анализ на простейшей модели. Поэтому со-
ставим дифференциальные уравнения дви-
жения для однозвенного механизма.

Для исследования плоского движения 
экзоскелета с деформируемыми звеньями 
в одноопорной фазе введем неподвижную 
правую декартову систему координат xyz с на-
чалом в точке O, рассмотрим плоскость xy, 
в которой происходит движение центра масс.

Проведем анализ одного звена с управ-
лением в точке крепления. Подобная мо-
дель может иметь практическое примене-
ние для предотвращения разрушения звена 
при значительных нагрузках или в медици-
не при переломах костей. Система имеет 
одно весомое звено АВ. Оно является упру-
гим, и длина стержня является функцией 
времени: l1 = l1(t). На рисунке схематично 
изображено звено и введены соответствую-
щие обозначения.

Схема кинематического звена стержневой 
механической системы

Пусть длина рассматриваемого звена 
экзоскелета AB = l1. Положение однозначно 
определяется углом 1 и длиной стержня l1. 
Рассматриваемая система имеет две степе-
ни свободы. Обозначим через M1 момент, 
развиваемый в шарнире. Центр масс звена 
находится в точке С1. Его положение будем 
задавать в виде отношения длины от начала 
звена до центра его масс ко всей длине звена, 
через множитель n1, (0 < n1 < 1). Такой спо-
соб следует из того, что для человека поло-
жения центров масс конечностей определя-
ются эмпирическим путем и задаются в виде 
отношения одной части звена к другой [1], 
кроме того, он позволяет учесть изменение 
положения центра масс во время движения 
через известные деформации звена. Мас-
са звена – m1. Момент инерции звена, от-
носительно оси, проходящей через точку А 
перпендикулярно плоскости движения – I1. 
При расчетах и моделировании движения 
экзоскелета все вышеприведенные характе-
ристики берутся равными соответствующим 
экспериментальным данным человека.

Так как активных внешних сил нет, то 
движение происходит только под действием 
внутренних сил и внешних реакций. Связь 
в точке A реализуется в виде идеального 
шарнира и является двусторонней или удер-
живающей. Момент M1, действующий в си-
стеме, изображен на рисунке.

Записав выражение элементарной рабо-
ты δA для сил, приложенных к системе, по-
лучаем обобщенные силы.

Q1 = M1;

  (1)
где  – длина недеформированного звена; 
E1 – модуль Юнга материала, из которого 
изготовлен элемент экзоскелета.

Пользуясь формализмом Лагранжа, по-
лучим систему уравнений движения рас-
сматриваемой стержневой системы, опи-
сывающую изменение угловых координат 
звеньев и деформаций звеньев механизма.

  (2)

  (3)
Общее решение системы уравнений 

движения зависит от 4 произвольных по-
стоянных. Чтобы однозначно определить 
движение, требуется задать начальные ус-
ловия. Для угловых координат формулы (4), 
для изменений длин звеньев – (5).
     (4)

     (5)

Уравнения (2), (3) – дифференциальные 
уравнения движения для однозвенной меха-
нической модели.

Таким образом, записана замкнутая си-
стема дифференциальных уравнений. Зам-
кнутость системы дифференциальных урав-
нений означает, что количество уравнений, 
с учетом порядка, совпадает с количеством 
искомых функций, имеются все начальные 
условия, числовые значения всех констант 
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определены, все это позволяет получить 
численное решение задачи Коши для запи-
санной системы уравнений.

Используем для решения поставлен-
ной задачи исследования существования 
и единственности сформулированной зада-
чи Коши теорему Пикара. Приведем форму-
лировку данной теоремы [6]:

Теорема (Пикара): Пусть правые части 
системы

  (6)

удовлетворяют в замкнутой ограниченной 
области R вида t – t0 ≤ a;   

 …,  (где a и b – 
заданные положительные числа) следую-
щим двум условиям:

а) функции Фk (k = 1, 2, …, n) непрерыв-
ны по всем своим аргументам и, следова-
тельно, удовлетворяет в замкнутой ограни-
ченной области R условиям

Фk(t, 1, 2, …, n) ≤ M (k = 1,2, …, n), (7)

где M – постоянное положительное чис-
ло, а (t, 1, 2, …, n) – любая точка 
области R;

б) функции Фk (k = 1,2, …, n) удовлетво-
ряют условию Липшица относительно аргу-
ментов 1, 2, …, n, то есть

   (8)

где L – постоянное положительное число 
(константа Липшица), а  и 

 – любые две точки области R.

Тогда система дифференциальных урав-
нений (6) имеет единственное решение:
 1 = 1(t); 2 = 2(t); …; n = n(t), (9)
удовлетворяющее начальным условиям:

     ...; , при t = t0, (10)

где t0, , , …,  – некоторые задан-
ные постоянные числа.

Это решение заведомо определено и не-
прерывно дифференцируемо в интервале
 t – t0 ≤ h, (11)

где

 h = min(a, b/M), (12)

и не выходит при этих значениях t из обла-
сти R, то есть

     …;  при t – t0 ≤ h. (13)

Замечание. Условие Липшица представ-
ляет собою оценку роста правых частей 
системы (6) по аргументам 1, 2, …, n, 
причем из (8) следует, что эта оценка равно-
мерна относительно t в интервале t – t0 ≤ a.

Условие Липшица будет, в частности, 
выполнено, если все функции Фk (k = 1, 
2, …, n) имеют ограниченные в области R 
частные производные по переменным 1, 
2, …, n, то есть

 , (k,l = 1,2, …, n), (14)

где K – некоторое постоянное положитель-
ное число, (t, 1, 2, …, n) – любая точка 
области R.

Если имеется дифференциальное урав-
нение n-го порядка, разрешенное относи-
тельно старшей производной,

 (n) = Ф(t, , ′, …, (n–1)), (15)

с начальными условиями при t = t0

  = 0; ′ = ′0  …, (n–1) = 0
(n–1),  (16)
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то в теореме Пикара условие Липшица за-
меняется более сильным требованием огра-
ниченности частных производных

   …,  (17)

где n – порядок дифференциального 
уравнения.

Так как теорема Пикара выше формули-
ровалась для системы первого порядка, то 
уравнение n-го порядка приводится к нор-
мальной системе уравнений первого поряд-
ка путем введения неизвестных функций.
 1 = , 2 = ′, …, n = (n–1). (18)

Тогда уравнение (15) принимает вид

  (19)

Для того, чтобы воспользоваться дан-
ной теоремой, разрешим уравнения движе-
ния однозвенного механизма (2) и (3) отно-
сительно старших производных:

  (20)

  (21)
Найдем частные производные первого порядка для правых сторон уравнений (20) и (21) 

по 1, l1, .

            (22)

Очевидно, что все полученные частные 
производные непрерывны в некоторой об-
ласти D, зависящей от параметров системы. 
Тогда при начальных условиях (4) и (5) дан-
ная система дифференциальных уравнений, 
в соответствии с теоремой Пикара, имеет 
единственное решение задачи Коши.

Решение существует и единственно 
на промежутке, который можно оценить. 
Проведем численную оценку области су-
ществования и единственности решения, 
используя реальные данные из биомехани-
ки, измерений и эксперимента, проведен-
ных нами [1]. При этом будем использовать 
максимальные значения величин. Здесь не 
будем рассматривать правые части исход-
ных уравнений, а ограничимся только ле-
вой частью, то есть рассмотрим однород-

ную систему уравнений, соответствующую 
уравнениям (2) и (3). Это связано с тем, что 
управление системой, как и учет деформа-
ций, могут быть осуществлены различны-
ми способами. Это видно и из полученных 
частных производных, в которых управляю-
щие моменты, которые задаются как функ-
ции времени, отсутствуют. Соответственно, 
при этом допущении

.
Числовые значения констант взяты 

из эксперимента и соответствуют дан-
ным для конкретного человека [1]. В каче-
стве первого звена рассматривается стопа 
опорной ноги. Они имеют значения: масса 
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m1 = 1,13 кг, момент инерции I1 = 0,01 кгм2, 
множитель, задающий положение цен-
тра масс n1 = 0,5585, ускорение свободно-
го падения g = 9,81 м/с2. Угол 1 и длина 
звена l1 являются переменными (функции 
времени), определялись эксперименталь-
но и задавались в виде интерполяционных 
многочленов для одной фазы движения, на 
промежутке времени 0 ≤ t ≤ 0,36 c. В ре-
зультате расчетов максимальные абсолют-
ные значения частных производных рав-

ны:    

   

 

В итоге получили ограниченные в обла-
сти R частные производные по переменным 
1, l1, ,  на промежутке 0 ≤ t ≤ 0,36 c. Это 
доказывает существование и единственность 
решения задачи Коши для исходной системы 
дифференциальных уравнений (2) и (3).

Проверяя полученный результат для двух-
звенной механической системы, также полу-
чаем непрерывность и ограниченность всех 
частных производных. Здесь он не приводит-
ся ввиду громоздкости получаемых выраже-
ний. Ранее получены обобщения уравнений 
для n-звенного механизма [2, 3] и установле-
но, что их структура не отличается от уравне-
ний, рассмотренных выше. Поэтому, проде-
лывая всё по аналогии с уже рассмотренным 
случаем, приходим к заключению, что реше-
ние задачи Коши существует и единственно 
для n-звенного экзоскелета.

Таким образом, доказано существование 
и единственность решения задачи Коши для 
системы дифференциальных уравнений движе-
ния экзоскелета с деформируемыми звеньями.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (грант № 13-01-97512 р_
центр_а).
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