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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДЕМОГРАФИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
НА ОСНОВЕ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
С ПАДАЮЩИМ ЛОГИСТИЧЕСКИМ ТРЕНДОМ
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В статье рассмотрен вопрос прогнозирования динамики демографических показателей на примере об-
щего коэффициента смертности населения развитых стран. Из известных методов на основе динамических, 
имитационных и регрессионных моделей выбран параметрический подход к эконометрическому моделиро-
ванию временных рядов. Обосновано выделение тренда и циклической компоненты в динамике анализиру-
емых показателей. Предложены семь моделей трендов на основе логистических кривых: обобщения логи-
стических моделей Рамсея, Ферхюльста и Гомпертца. Обосновано применение нового критерия точности 
прогноза – критерия Н.Г. Загоруйко – для падающей динамики тренда. На примере динамики смертности 
США и Швейцарии разработаны параметрические модели, построены прогнозы на 27 и 38 лет вперед со-
ответственно. Определен уровень смертности в развитых странах на ближайшие 30–40 лет. Разработанный 
инструментарий может быть применен для прогнозирования других демографических показателей, в том 
числе для Российской Федерации.
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We studied demographic time series in developed countries. We used parametric modeling approach to get 
crude death rates (per 1,000 people) forecast for the USA and Switzerland population. We proposed time series 
decomposition including trend and cyclical components. We used seven new logistic growth curves, changing well-
known models proposed by Ramsey, Verhulst and Gompertz. We fi t models to the data using RPROP algorithm, 
ARMA-modeling with Z-transform and Levenberg-Marquardt algorithm for solving MLS. We eliminated trend 
and fi t cyclical component as a harmonic with constant amplitude also by ARMA-modeling with Z-transform. 
We proposed using Zagoruyko criteria to estimate forecast accuracy on decreasing logistic trend. We showed that 
using U1-statistics is incorrect in this case. So we computed forecast points up to 27 years for the USA and 38 years 
for Switzerland. We estimated death asymptote rate for the next 40 years in developed countries. Our tools for 
demographic modeling can be applied for birth rates and life expectancy.
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При математическом моделировании 
демографических процессов наиболее ча-
сто применяются динамические, имитаци-
онные и регрессионные модели, описанные 
в работах отечественных ученых С.П. Ка-
пицы, Ю.М. Плотинского, С.Ю. Малкова, 
А.А. Саградова и др. Большинство моделей 
касается численности населения региона, 
страны или мира в целом, в то время как 
моделей рождаемости, смертности, ожидае-
мой продолжительности жизни предложено 
меньше [4]. Регрессионные модели этих по-
казателей, как правило, строятся на основе 
временных рядов применением какой-либо 
нелинейной функции тренда (логарифмиче-
ской, экспоненциальной, степенной).

В работах зарубежных ученых, на-
пример [7], отмечается, что динамика по-
добных показателей носит логистический 
характер и описывается S-образными кри-
выми, а применение экспоненциальных 

кривых некорректно. Так, ожидаемая про-
должительность жизни в развитых странах 
представляет собой растущую логистиче-
скую кривую, смертности – падающую. 
Прогнозы ожидаемой продолжительности 
жизни и численности населения на основе 
растущей логистической кривой осущест-
влялись Р. Перлом, А. Грюблером, Т. Моди-
сом, П. Майером и др. Оценка параметров 
логистической модели с уменьшающимися 
абсолютными значениями тренда (для па-
дающей кривой) является нетривиальной 
задачей, поскольку получение прогноза при 
стремлении показателя к нулю требует дру-
гих моделей, методов их идентификации 
и новых показателей точности прогноза.

Цель исследования. В настоящей ра-
боте поставлена цель продемонстрировать 
применение предложенного комплекса па-
раметрических эконометрических моде-
лей с логистическим характером тренда, 
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показать возможность получения прогнозов 
демографических показателей смертности 
населения.

Материал и методы исследования
Использована статистика общего коэффици-

ента смертности в развитых странах мира (в статье 
показаны примеры США и Швейцарии, однако ис-
следование включало и множество других стран). 
Использование зарубежной статистики связано с не-
достаточностью исходной статистической инфор-
мации для Российской Федерации (особенно с тем 
фактом, что Россия лишь недавно встала на путь сни-
жения смертности населения). Таким образом, пред-
лагаемые модели разработаны «на перспективу» их 
применения для России.

Общий коэффициент смертности представляет 
собой отношение числа умерших людей за год в стра-
не к средней численности населения за год и, как пра-
вило, рассчитывается на 1000 чел. населения (в ‰). 
Динамика общего коэффициента смертности с разви-
тием цивилизации, в частности медицины, снижает-
ся, стремясь к некоторому пределу. 

Известно, что логистическая кривая условно 
представляет собой три стадии роста: ускоряющуюся 
экспоненциальную, линейную и замедляющуюся экс-
поненциальную [5]. 

Доступные выборки статистических данных 
включают в себя линейную и замедляющуюся экспо-
ненциальную стадии логистической кривой, которая 
стремится к уровню спада – нижней горизонтальной 
асимптоте. Для США известны данные 1930–2012 гг. 
(83 наблюдения), для Швейцарии – 1900–2013 гг. 
(114 наблюдений) [6]. 

Рассмотренный комплекс моделей трендов пада-
ющей логистической динамики включал следующие 
модели [5]:

1) модель Рамсея с константой 

2) трехпараметрическая модель Рамсея 

3) четырехпараметрическая модель Рамсея 

4) обобщенная модель Ферхюльста

5) модель Ричардса

6) модель Гомпертца с левой асимметрией

7) модель Гомпертца с правой асимметрией

где Yk – фактические значения временного ряда; k = 1, 
..., n – номера наблюдений; n – объем выборки; εk – 
стохастическая компонента; Δ – период дискретиза-
ции (месяц, квартал, год и т.д.); C, A0, B0, B1, α, k0, M – 
параметры моделей.

Циклическая компонента может присутствовать во 
временных рядах и моделироваться суммой r гармоник

Все предложенные модели нелинейны по параме-
трам. Оценивались параметры с помощью методов: 

а) конструирования обобщенных параметрических 
ARMA-моделей с помощью Z-преобразования для мо-
делей 1–3, а также моделей циклической компоненты;

б) численного решения МНК методом Левенбер-
га ‒ Марквардта для модели 4 [2];

в) алгоритма RPROP (из теории нейронных се-
тей) для моделей 5–7.

Данные методы показали вычислительную 
устойчивость при их тестировании на искусственно 
сгенерированных выборках [1].

В качестве критерия точности моделирования ис-
пользуется коэффициент (индекс) детерминации R2, 
а для точности прогнозирования ‒ критерий Н.Г. За-
горуйко [3]:

где l – горизонт прогноза;  – рассчитанные по мо-
дели значения ряда; Ymax, Ymin – максимальное и мини-
мальное значения в выборке соответственно. 

Данный критерий применяется потому, что при 
анализе моделей с падающим трендом на тестовых 
выборках была продемонстрирована некорректность 
применения таких общепринятых показателей, как 
MAPE-оценка и второй коэффициент Тейла, для оцен-
ки точности прогноза. Критерий Н.Г. Загоруйко обла-
дает большей универсальностью и точностью: он дает 
сопоставимые результаты как для растущего, так и для 
падающего трендов. Показано, что для достоверных 
прогнозов значение критерия Н.Г. Загоруйко для пада-
ющих кривых не должно превышать 10 %, что соответ-
ствует рекомендованному значению второго коэффи-
циента Тейла в 20 % для растущих кривых [3].

Для оценки точности прогноза исходный ряд 
показателя разбивался на две части: рабочую и кон-
трольную. Для построения модели использовались 
данные рабочей части, а по контрольной рассчитыва-
лись значения показателя точности прогноза. В кон-
трольную часть выносилась 1/3 исходной выборки – 
27 последних наблюдений для США и 38 последних 
наблюдений для Швейцарии. Предполагается, что 
в будущем будет получена точность прогноза того же 
порядка. Для формирования окончательной модели 
контрольная выборка вновь объединялась с рабочей.

Для сравнения моделей и обоснования выбора луч-
шей по адекватности модели из комплекса предложен-
ных применялся скорректированный критерий Акаике, 
штрафующий за увеличение числа параметров.

Результаты исследования
и их обсуждение

Предварительный анализ данных пока-
зал, что структура временного ряда для об-
щего коэффициента смертности одинакова 
и носит аддитивный характер:

,
выделяются тренд Tk и циклическая ком-
понента Ck. Наличие циклической ком-
поненты было подтверждено анализом 
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стохастической компоненты после элимини-
рования тренда, а также анализом автокор-
реляционной функции рядов. Период дис-

кретизации Δ принят равным 1. Для каждого 
случая был выбран наилучший тренд в соот-
ветствии с тремя критериями (таблица). 

Результаты расчета критериев точности моделирования и прогнозирования для семи 
логистических трендов

Номер модели Число параметров США Швейцария
R2 Z AICc R2 Z AICc

1 3 0,899 10,07 % 154,96 0,945 3,12 % 489,35
2 3 0,914 5,23 % 143,16 0,968 2,69 % 461,50
3 4 0,914 5,39 % 145,15 0,968 2,68 % 463,56
4 4 0,906 7,07 % 150,58 0,959 2,97 % 474,62
5 5 0,912 5,30 % 148,03 0,961 2,79 % 468,09
6 4 0,910 5,97 % 147,11 0,964 2,90 % 468,25
7 4 0,911 5,91 % 146,91 0,966 2,77 % 466,65

Наилучший тренд по трем критериям 
для США – трехпараметрическая модель 
Рамсея. Для Швейцарии картина не столь 
однозначна: два тренда показали пример-
но одинаковую точность. В данном случае 
рекомендовано выбрать тренд с меньшим 
числом параметров. На основе выделения 
тренда для развитых стран (в том числе 
и на других примерах) можно сказать, что 
трехпараметрическая модель Рамсея лучше 
других отражает динамику смертности. Вид 
моделей трендов: 

для США

для Швейцарии 

Циклическая компонента представляет со-
бой одну гармонику с постоянной амплитудой: 

для США

для Швейцарии 

Циклическая компонента отражает ко-
лебания в динамике смертности с периодом 
в 28 лет для США, 40 лет – для Швейцарии.

Рассчитанные критерии точности моде-
лирования и прогнозирования для итоговых 
моделей оказались высокими: R2 = 0,963; 
Z = 3,06 % для США, R2 = 0,943; Z = 5,04 % 
для Швейцарии. На рисунке, а и б, пред-
ставлены результаты моделирования дина-
мики общего коэффициента смертности для 
США и Швейцарии соответственно.

                                   а                                                                              б
 Моделирование динамики общего коэффициента смертности на 1000 чел. населения 

в США (а) и Швейцарии (б), ‰

Прогнозируемые по модели уровни спа-
да составили 8,06 и 8,25 для США и Швей-
царии соответственно. Коэффициент 
α ≈ 0,02 для обоих стран показывает темп 

выбытия населения. Таким образом, в бли-
жайшие 30–40 лет на современном этапе 
развития медицины среднегодовая смерт-
ность стабилизируется на уровне 8 чел. на 
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1000 чел. населения развитых стран. Также 
получены прогнозные значения по годам на 
27 лет вперед для США и 38 лет вперед для 
Швейцарии.

Заключение
Предложенный комплекс моделей может 

быть применен и для иных демографических 
показателей, если целью исследователя ста-
вится задача построения параметрической 
модели. В работе [1] на примере ожидаемой 
продолжительности жизни предложен ме-
тод получения интервальных оценок точно-
сти прогноза для моделей с логистическим 
трендом с помощью генерации тестовых вы-
борок. Такой метод позволяет получить не 
только основной прогноз развития показате-
ля, но и его пессимистический и оптимисти-
ческий варианты. 

В случае достаточности статистических 
данных разработанные эконометрические 
модели и методы их идентификации могут 
быть применены и для демографических 
показателей Российской Федерации.
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