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Рассматривается задача оптимального управления в модели хищник ‒ жертва при наличии сосредото-
ченного и распределенного запаздывания. Математическая модель взаимодействия двух популяций описы-
вается системой интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра. Для исходной непрерывной задачи 
сформулирован принцип максимума с учетом заданных ограничений и вида функционала. Разработан чис-
ленный метод построения приближенного оптимального управления на основе метода быстрого автомати-
ческого дифференцирования. Показано, что полученное численным методом приближенное оптимальное 
управление с заданной точностью удовлетворяет принципу максимума для исходной непрерывной задачи. 
Показано, что наличие распределенного запаздывания в системе приводит к периодическим решениям, при 
увеличении запаздывания увеличивается амплитуда колебаний и значение минимизируемого функционала. 
Оптимальное решение построено при различных параметрах задачи и видах минимизируемого функциона-
ла. Исследовано влияние штрафных коэффициентов на оптимальное решение.
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The author solves the optimal control problem in the predator-prey model with lumped and distributed delay. 
The mathematical model of the interaction of two populations is described by means of a system of Volterra integro-
differential equations. The maximum principle for the initial continuous problem is formulated considering the 
defi ned constraints and functional form. The numerical method is developed to construct an approximate optimal 
control on the basis of fast automatic differentiation method. It is shown that the obtained numerical results of 
the approximate optimal control correspond to the maximum principle for the initial continuous problem with a 
prescribed accuracy. It is shown that the presence of a distributed delay in the system leads to periodic solutions 
and the amplitude of oscillation and the value of the minimized functional increases with increasing delay. Optimal 
solution is constructed for various parameters of the task and the form of minimized functional. The infl uence of 
penalty coeffi cients for the optimal solution is investigated.
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Математические модели, описываемые 
интегро-дифференциальными уравнени-
ями, возникают при исследовании эко-
логических, физических, экономических 
процессов [1, 2]. Эти модели являются 
неавтономными, поэтому важным вопро-
сом является исследование периодических 
решений, их устойчивости и управляемо-
сти, построение оптимального управления 
и разработка численных методов построе-
ния приближенного оптимального решения 
для систем, описываемых интегро-диффе-
ренциальными уравнениями, или систем 
с распределенным запаздыванием.

В моделях взаимодействия популяций 
типа хищник  жертва периодические реше-
ния могут возникать в связи с периодич-

ностью функций, участвующих в описа-
нии процессов их зависимости от сезонов 
года, погоды, доступности пищи, охоты или 
сбора урожая.

Ранее в работе [2] рассматривалась за-
дача управления динамической системой, 
описываемой интегро-дифференциальны-
ми уравнениями с сосредоточенным и рас-
пределенным запаздыванием, в которой 
требуется найти оптимальное управление, 
минимизирующее заданный критерий

   (1)

при этом управляемый процесс описыва-
ется системой интегро-дифференциальных 
уравнений типа Вольтерра

  (2)
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а оптимальное управление удовлетворяет 
заданному ограничению

    п.в. t  [0, T] = Γ,

  (3)
Пусть далее x1(t) и x2(t) – численность 

популяций жертв и хищников соответствен-
но в момент времени t. Математическая 
модель взаимодействия двух популяций 
описывается системой интегро-дифферен-
циальных уравнений

 (4)

при заданных начальных условиях
     (5)

где ρ1 и ρ2 – величины, характеризую-
щие скорость роста численности жертв 
и скорость убыли численности хищников; 
αi, i = 1, 2 – соревновательный фактор; 
G(t – τ) – плотность распределения по-
пуляции x1(t). Функции управления 
ui(t) – скорость отлова популяции, удов-
летворяет ограничениям 0 ≤ ui(t) ≤ bi, 
i = 1, 2, t  [0, T].

Задача оптимального управления за-
ключается в минимизации функционала

 (6)

где функции – f0(t, x, u) – прибыль от реали-
зации популяции, а слагаемое Φ(x(T)) отве-
чает за сохранность популяций.

Согласно [2] оптимальное управление 
удовлетворяет принципу максимума

  (7)

а сопряженные функции pi(t) являются решением системы интегро-дифференциальных уравнений

  (8)

  pi(t) º 0 при t > T. (9)

Заметим, что если , то справедлива следующая оценка 

В этом случае система (4)–(5) пред-
ставляет собой систему дифференциаль-

ных уравнений с сосредоточенным запаз-
дыванием

  
  (10)
где xi(t) = φi(t), t  [–r, 0].

В этом случае оптимальное управле-
ние удовлетворяет условию (7), а сопря-
женные функции pi(t), i = 1, 2 являются 
решением системы c отклоняющимся ар-
гументом

  (11)

При малых значениях параме-
тра запаздывания r справедлива оценка 

 Система диф-
ференциальных уравнений с запаздывани-
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ем сводится к системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (12)

  

  (12)

Ненулевое положение равновесия си-
стемы (12) существует, если β > ρ2α1, и 
определяется из условий

    

Для решения задачи оптимального 
управления (4)–(6) в работе используется 
метод быстрого автоматического диффе-
ренцирования (БАД), разработанный в ВЦ 
РАН под руководством Ю.Г. Евтушенко [5]. 
Метод БАД позволяет с единых позиций 

определять градиенты для явно и неявно 
определенных функций и для вычислитель-
ных процессов, которые являются резуль-
татом дискретизации непрерывных систем, 
описываемых дифференциальными и инте-
гро-дифференциальными уравнениями. На 
основе метода БАД разработан комплекс 
программ построения приближенного оп-
тимального управления для задачи (4)–(6) 
и проведен численный эксперимент, резуль-
таты которого представлены ниже. В каче-
стве критерия остановки алгоритма в рабо-
те применяются следующие условия:

1. 

2.    

3.    

где I(k), x(k), u(k) – значение минимизируе-
мой функции, функции состояния и функ-
ции управления на k итерации соот-
ветственно.

Построим оптимальное решение задачи 
(4)–(6) с учетом распределенного запазды-
вания, в которой целью является минимиза-
ция функционала

отвечающего за сохранность популяции на за-
данном уровне в конечный момент времени.

Ниже, на рис. 1–2, представлены гра-
фики численности популяций xi(t), i = 1, 
2 в зависимости от величины запаздыва-
ния r при следующих параметрах систе-
мы: α1 = 0,05, α2 = 0,05, ρ1 = 0,75, ρ2 = 0,75, 

β = 0,1, ui(t) ≤ 0,  , 

T = 45, A1 = 7, A2 = 13. Точность метода 
ε = 0,0000001.

Рис. 1. Графики численности популяции жертв  для управляемой системы с распределенным 
запаздыванием (4)–(5) в зависимости от времени t при различных значениях запаздывания r

Соответствующие этим решениям графики 
функции управления в зависимости от величи-
ны запаздывания r представлены на рис. 3–4.

Легко видеть, что оптимальное управ-
ление удовлетворяет принципу макси-

мума (7). При увеличении запаздывания 
увеличивается значение минимизируемо-
го функционала, уменьшается устойчи-
вость решения.
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Рис. 2. Графики численности популяции хищников  
для управляемой системы с распределенным запаздыванием (4)–(5) в зависимости от времени t 

при различных значениях запаздывания r

Рис. 3. Графики функции приближенного оптимального управления  для системы (4)–(5) 
в зависимости от времени t при различных значениях запаздывания r

Рис. 4. Графики функции приближенного оптимального управления  для системы (4)–(5) 
в зависимости от времени t при различных значениях запаздывания r

Исследуем решение управляемой систе-
мы (4)–(5) с распределенным запаздывани-

ем, целью управления которой является ми-
нимизация функционала

  (13)

Здесь первое слагаемое характеризует 
максимизацию прибыли, а второе – сохра-
нение популяции в конечный момент вре-
мени на уровне xi(T) = Ai, i = 1, 2.

Функционал (13) можно рассматривать 
как сумму двух взвешенных фукционалов

  

  

В табл. 1 представлены значения ми-
нимизируемого функционала в зависи-
мости от значения штрафного коэффи-
циента Mk.

Из таблицы следует, что при увеличе-
нии весового коэффициента Mk от 1 до 100 
величина I2opt/Mk уменьшается на 75 %, что 
соответствует более точному выполнению 
граничного условия 

xi(T) = Ai, i = 1, 2.
При этом величина интегрального слагае-
мого уменьшается на 3,5 %.
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Значения минимизируемых функционалов в зависимости от значения штрафного 

коэффициента Mk

Mk 0 1 10 100
I1opt 145,27 145,2621381 144,7299940 140,303468128219

I2 opt 0 0,836848968 6,59762375 20,816776

Кол-во итер. 36261 18930 619 90

Таким образом, в предлагаемой работе 
рассмотрена задача оптимального управле-
ния для модели хищник ‒ жертва с учетом 
сосредоточенного и распределенного за-
паздывания. Сформулирован принцип мак-
симума для исходной непрерывной задачи, 
разработан алгоритм построения прибли-
женного оптимального решения, который 
с заданной точностью ε = 0,0000001 со-
впадает с теоретическими результатами. 
Показано, что наличие распределенного 
запаздывания в системе приводит к пе-
риодическим решениям, при увеличении 
запаздывания увеличиваются амплитуда 
колебаний и значение минимизируемого 
функционала. Оптимальное решение по-
строено для различных типов минимизи-
руемых функционалов. Показано, что при 
увеличении штрафного коэффициента 
перед терминальным слагаемым значение 
терминального слагаемого уменьшает-
ся, что соответствует более точному вы-
полнению условия сохранения числен-
ности популяции на заданном уровне за 
счет уменьшения прибыли от реализа-
ции продукции.
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