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В данной работе предложен способ интегрирования одномерного неоднородного волнового уравнения, 
при котором общее решение содержит четыре произвольные функции. Эта идея реализована при получении 
формулы (7). Наличие четырёх произвольных функций предоставляет широкие возможности при получении 
решения, когда имеются какие-либо ограничения на искомую функцию. О том, как можно распорядиться 
этими функциями, показано на примере задачи с начальными и однородными граничными условиями. Реше-
ние, содержащее конечное число членов, названо решением в конечном виде, в отличие от обычного способа 
решения через бесконечный тригонометрический ряд. Удобство решения в конечном виде проявляется в 
приближённых расчётах, в которых отпадает необходимость выяснять, сколько членов тригонометрического 
ряда нужно оставить, чтобы достичь требуемой точности решения.
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In the work there has been presented an integration method of one-dimensional inhomogeneous wave equation 
in which the general solution contains four arbitrary functions. This idea was realized when deducing a formula (7). 
Availability of four arbitrary functions provides us with an ample opportunity in obtaining the solution when there 
are some constraints on the sought-for function. The ways of using these functions are explained by illustration 
of the problem on initial-value and homogeneous boundary conditions. The solution containing the final number 
of terms was called solution in the final form unlike a common way of solution by infinite trigonometric series. 
Convenience of solution in the final form is displayed in approximate calculations, in which there can be dropped 
the necessity of finding out how many members of trigonometric series must be left to attain the solution of desired 
precision.
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В статье рассматривается дифференци-
альное уравнение вида

	 2 ( , ),tt xxu a u f x t− =  const.a = 	  (1)
Оно описывает малые поперечные, про-

дольные и крутильные колебания однород-
ного стержня. Обычный способ решения 
такого уравнения состоит в отыскании ре-
шения в виде бесконечного тригономе-
трического ряда [1, 3, 5]. В данной работе 
предлагается метод, дающий решение в ко-
нечном виде.

1. Вначале найдём общее решение урав-
нения (1). Перейдём к новым переменным 

,ξ  :η
	 ,x atξ = −  .x atη = + 	  (2)

Функция ( , )u u x t=  перейдёт в функ-
цию ( , ) :w w= ξ η

( , ) , ( , )
2 2

u x t u w
a

η+ ξ η− ξ = = ξ η 
 

,

и уравнение (1) приведётся к виду

	 ( , ),w gξη = − ξ η 	  (3)
в котором

	
2

1( , ) , .
4 2 2

g f
a a

η+ ξ η− ξ ξ η =  
 

	  (4)

Интегрирование уравнения (3) по пере-
менной ξ  даст

	
2 ( )

( , ) ( ),
C

w g y dy C
ξ

η
η

= − η + η∫ 	  (5)

где ( ),C η  2 ( )C η  – произвольные функции. 
Проинтегрировав (5) по ,η  получим

2

1 1

( )

3
( ) ( )

( , ) ( ) ( ),
C z

C C

w dz g y z dy C z dz C
η η

ξ ξ ξ

= + + ξ∫ ∫ ∫ (6)

где 1( ),C ξ  3 ( )C ξ  – произвольные функции.
Пусть ( )F z  – первообразная функция 

от ( ).C z  В этом случае

1

1

1( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ( )),
C

C

C z dz F z F F C
η

η

ξ
ξ

= = η − ξ∫
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и (6) запишется в виде

2

1

( )

1 3
( )

( , ) ( ) ( ( )) ( ),
C z

C

w dz g y z dy F F C C
η

ξ ξ

= + η − ξ + ξ∫ ∫

Введём обозначения

1 3 1( ) ( ) ( ( )),u C F Cξ = ξ − ξ 2 ( ) ( ).u Fη = η

Тогда

	
2

1

( )

1 2
( )

( , ) ( , ) ( ) ( ).
C z

C

w dz g y z dy u u
η

ξ ξ

ξ η = + ξ + η∫ ∫ 	 (7)

Заменив ,ξ  η  по формулам (2), полу-
чим общее решение исходного уравнения

( , ) ( , ).u x t w x at x at= − +

2. В качестве примера применения дан-
ного метода решим уравнение (1), в кото-
ром положим const 0,a = >  взяв область из-
менения переменных
	 0 ,x l≤ ≤  0,t ≥ 	  (8)
начальные условия
	 ( ,0) ( ),u x x= φ  ( ,0) ( )tu x x= ψ 	  (9)
и однородные граничные условия
	 (0, ) 0,u t =  ( , ) 0.u l t = 	  (10)

Выполнив в (1) замену
	 ,x atξ = −  ,x atη = + 	 (11)
получим уравнение вида (3):
	 ( , ),w gξη = ξ η 	  (12)
общее решение которого даётся равенством (7). 
Представим это равенство в виде

	 1 2( , ) ( , ) ( ) ( ),w F u uξ η = ξ η + ξ + η 	  (13)
где

	
1

2

( )

( )

( , ) ( , ) .
C

C z

F dz g y z dy
ξ ξ

η

ξ η = ∫ ∫ 	  (14)

Из (11) следует

,
2

x η+ ξ
=  .

2
t

a
η− ξ

=

Из этих равенств вытекают соответствия:

 (15)

Поэтому из (8) получается следующая 
область ( )D  изменения переменных ,ξ  η  
(рисунок):

0 2 ,
( ) :

l
D

≤ η+ ξ ≤
η ≥ ξ

Неограниченная полоса (D) – область изменения переменных ξ, µ (S) – область,  
принятая в качестве области интегрирования в двойном интеграле
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Внутри ( )D  возьмём произвольную 

точку 0 0( , )ξ η  и построим участок ( ),S  как 
показано на рисунке. Этот участок задаётся 
системой неравенств

	 0 0

0

2 ,
( ) :

,
l

S
η ≤ η≤ − ξ
−η ≤ ξ ≤ ξ

	 (16)
В соответствии с (14) значение функции 

F  в точке 0 0( , )ξ η  равно
1 0 0

0 2

( )

0 0
( )

( , ) ( , ) .
C

C

F d g d
ξ ξ

η η

ξ η = η ξ η ξ∫ ∫
Область интегрирования определяется 

системой неравенств

	 0 1 0

2 0 0

( ),
( ) ,

C
C
η ≤ η≤ ξ
 η ≤ ξ ≤ ξ

	  (17)

В силу произвольности функций 
1( ),C ξ  2 ( ),C η  выберем их такими, чтобы 

система неравенств (17) совпала с (16): 
1( ) 2 ,C lξ = − ξ  2 ( ) .C η = −η  Выражение (14) 

примет вид

	
2

( , ) ( , ) .
l

z

F dz g y z dy
−ξ ξ

η −

ξ η = ∫ ∫ 	  (18)

Из (18) следует
	 (2 , ) 0.F l − η η = 	  (19)

Привлечём условия (9) – (10), чтобы 
найти оставшиеся функции 1u  и 2 :u

	 	  (20)

Запишем условия (9)–(10) в переменных 
,ξ  ,η  используя соответствия (15):

	 ( , ) ( )w η η = φ η  при 0 ,l≤ η ≤ 	    (21)
( )( , ) ( , )w w
aη ξ

ψ η
η η − η η =  при 0 ,l≤ η ≤  (22)

	 ( , ) 0w −η η =  при 0,η≥ 	    (23)

	 (2 , ) 0w l − η η =  при .lη≥ 	   (24)

Подставим эти значения в (13):

	 1 2( , ) ( ) ( ) ( )F u uη η + η + η = φ η  при 0 ,l≤ η ≤ 	 (25)

	 2 1
( )( , ) ( ) ( , ) ( )F u F u
aη ξ

ψ η′ ′η η + η − η η − η =  при 0 ,l≤ η ≤ 	 (26)

	 1 2( ) ( ) ( , )u u F−η + η = − −η η  при 0,η≥ 	 (27)

	 1 2(2 ) ( ) 0u l u− η + η =  при .lη≥ 	 (28)
При получении (28) учтено равенство (19). Запишем первые два уравнения в виде

	 1 2( ) ( ) 2 ( ),u u Aη + η = η 	  (29)

	 1 2( ) ( ) ( ),u u′ ′− η + η = Φ η 	  (30)
где обозначено

	 2 ( ) ( ) ( , ),A Fη = φ η − η η  ( )( ) ( , ) ( , )F F
a η ξ

ψ η
Φ η = − η η + η η 	  (31)

при 0 .l≤ η ≤  Проинтегрировав (30) в пре-
делах от 0 до ,η  будем иметь

	 1 2( ) ( ) 2 ( ),u u B− η + η = η 	 (32)
где

	
0

2 ( ) ( ) .B d
η

η = Φ η η∫ 	 (33)

Из (29) и (32) находим

1( ) ( ) ( ),U A Bη = η − η  при 0 ,l≤ η ≤ 	 (34)

2 ( ) ( ) ( )U A Bη = η + η  при 0 .l≤ η ≤ 	 (35)
Получились формулы, определяющие

функции 1( ),u ξ  2 ( )u η  при ,ξ  η  ∈ [0, ].l  
Они обозначены 1( ),U η  2 ( ),U η потому что, 
опираясь на них, далее будем искать форму-
лы, определяющие 1( ),u ξ 2 ( )u η при осталь-
ных значениях , ,ξ η  лежащих в ( ).D

Из (27) имеем

1 2( ) ( ) ( , )u u F−η = − η − −η η  при 0.η≥ 	 (36)

При [0, ]lη∈  правая часть определяется 
по формуле (35), поэтому

1 2( ) ( ) ( , )u U F−η = − η − −η η  при [0, ],lη∈

отсюда

1 2( ) ( ) ( , )u U Fη = − −η − η −η  при [ , 0].lη∈ −
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Таким образом,

	 	 (37)

Мы нашли формулу, задающую 1( )u η  при [ , ].l lη∈ −  По этой формуле получим

	 	(38)

Из (28) имеем

	 2 1( ) (2 )u u lη = − −η  при .lη≥ 	 (39)
Подставим (38) в (39):

	 	 (40)

Подставим (40) в правую часть равенства (36) и заменим η  на :−η

	 	 (41)

Подставим это выражение в (39):

И так далее. Обнаруживаются следующие закономерности, определяющие 1( )u ξ  и 2 ( ) :u η

	 	 (42)

 (43)

Эта формула определяет 1( )u η  при 
[ 3 , ].l lη∈ − −  В (41) заменим η  на 2l − η  

и потребуем, чтобы 2 [ 3 , ].l l l− η∈ − −   
Будем иметь

Формулы (42), (43) дают решение задачи. 

В них считается, что 
1

0
0

k

n
n

F
−

=

=∑ при 1 0.k − <  

Непрерывность этих функций на концах ин-

тервалов обеспечивают соотношения
1 2(0) (0) (0, 0) 0,u u F+ + =  1 2( ) ( ) 0,u l u l+ =

вытекающие из (27) и (28).
3. Итак, задачу
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2 ( , ),tt xxu a u f x t− =  const 0,a = >  0 ,x l≤ ≤  0,t ≥

( ,0) ( ),u x x= φ  ( ,0) ( ),tu x x= ψ  (0, ) 0,u t =  ( , ) 0u l t =

можно решить последовательным нахождением следующих величин:
2

2

1( , ) , ( , ) .
4 2 2

l

z

z y z yF dz f g y z dy
a a

−ξ ξ

η −

+ − ξ η =  
 ∫ ∫

1( ) [ ( ) ( , )],
2

A Fη = φ η − η η

0

1 ( )( ) ( , ) ( , ) ,
2

B F F d
a

η

η ξ

ψ η η = − η η + η η η  ∫

1( ) ( ) ( ),U A Bη = η − η  при 0 ,l≤ η ≤

2 ( ) ( ) ( )U A Bη = η + η  при 0 ,l≤ η ≤

1 2( , ) ( , ) ( ) ( ),w F u uξ η = ξ η + ξ + η
и находим, наконец,
	 ( , ) ( , ).u x t w x at x at= − + 	 (44)
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