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Обычное изложение интегрального исчисления функций нескольких переменных в курсах высшей ма-
тематики для технических университетов, как правило, не использует теорию внешних дифференциальных 
форм. В данной статье показано, что введение основ этой теории в курс высшей математики весьма жела-
тельно. Показаны преимущества этой теории, прежде всего, значительно большие алгоритмические возмож-
ности для формальных вычислений по сравнению с нынешним изложением интегрального исчисления. 
Представляется очень удобным изложение основ этой теории студентам-бакалаврам физико-технических, 
электро- и теплотехнических специальностей, которые должны использовать интегралы по контуру, инте-
гралы по поверхностям и векторный анализ в своей работе (уравнения Максвелла, термодинамические ци-
клы и т.д.). Тем более важным представляется значение этой теории при введении в преподавание техниче-
ских университетов элементов дифференциальной геометрии и топологии, более расширенного изложения 
теории дифференциальных уравнений или теории функций комплексного переменного.
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В настоящее время данная теория не из-
лагается для студентов технических вузов и 
даже в общем курсе анализа для менее про-
двинутых университетов. Для студентов тех 
специальностей, где анализ функций не-
скольких переменных не используется, это 
понятно. Но даже сейчас знание интеграль-
ного исчисления нескольких переменных 
необходимо, например, для студентов физи-
ко-технических специальностей, радио- и 
электротехников, где требуется знание 
уравнений Максвелла и для теплотехников, 
где необходим расчет контурных интегра-
лов на PV-диаграммах1. В данной статье бу-
дет показано преимущество от введения те-
ории внешних форм при изучении инте-
грального исчисления нескольких перемен-

1 А также диаграмм в других координатах, напри-
мер T,S (где T–температура, а S–энтропия).

ных по сравнению с существующими кур-
сами. Начнем с простейшего примера – по-
пробуем преобразовать интеграл с помо-
щью замены переменных.

Для случая одного переменного суще-
ствующие методы совершенно понятны. 
Пусть, например, x=sin y. Тогда dx=cosydy , 
а подынтегральное выражение f(x)dx пре-
образуется совершенно автоматически в 
f(siny)cosydy.

Это кажется настолько очевидным, что 
студент так же автоматически может попро-
бовать, например, преобразовать двойной 
интеграл, выразив его в полярных коорди-
натах – x=ρcosφ, y=ρsinφ, тогда будет 
dx=cosφdρ-ρsinφdφ; dy=sinφdρ+ρcosφdφ. 
Имеем формально: 

dxdy=cosφsinφ(dρ)2+
+(ρcos2φ–ρsin2φ)dρdφ-ρ2cosφ sinφ(dφ)2



1572

FUNDAMENTAL RESEARCH    № 8, 2014

PHYSICAL AND MATHEMATICAL SCIENCES
Остается спросить, что такое, скажем, 

интеграл от cosφsinφ(dρ)2 и… выгнать с эк-
замена. Понятно, что любой преподаватель 
знаком со многими подобными примерами.

Теперь, а если студент знает теорию 
внешних форм? Покажем, как немедленно 
получается правильная формула. 

Здесь, во вводной статье, предполагает-
ся, что все нижеследующие понятия уже 
объяснены, а теоремы доказаны. Все опре-
деления и доказательства будут даваться в 
более подробном учебном курсе2. В даль-
нейшем все криволинейные, поверхност-
ные интегралы заменяются одним видом 
интеграла – интеграла по гладкому много-
образию3 (кусочно-гладкому) от дифферен-
циальной формы. 

Интегралы мы будем брать по т.н. внеш-
ним или кососимметричным дифференци-
альным формам. Форма – это линейная (по-
лилинейная) функция от нескольких векто-
ров, а именно 

A(…ξ+η…)= A(…ξ…)+A(…η…) 
и A(…aξ …)=aA(…ξ…), 

где ξ и η – произвольные вектора простран-
ства Rm,, а α – число. Количество векторов-
аргументов k называется порядком или сте-
пенью формы, а сама форма называется 
k-формой4. Кососимметричность означает, 
что при перестановке двух аргументов фор-
ма меняет знак, то есть 

A(…ξ…η…)= –A(…η…ξ…) .
Ясно, что реально кососимметричность 

определяется только если степень k≥2 , но 
по умолчанию считаются кососимметрич-
ными форма нулевой степени (просто чис-
ло) и форма первой степени (линейная 
функция). Также вводится операция внеш-
него произведения форм AB, которая для 
любых кососимметричных форм дает косо-
симметричное же произведение (почему и 
возникло название внешней формы). Здесь 
мы не даем его общего определения, но от-
метим, что внешнее произведение 1-форм A 
и B будет 2-формой (AB)(x,y)=A(x)B(y)-
A(y)B(x). Для m-формы A и n-формы B бу-
дет верно равенство AB =(-1)mnBA, самое 
главное для нас будет то, что для 1-форм A и 
B из этого следует, что AB =–BA, откуда 
AA=–AA =0

2 Для читателя статьи все нужное содержится  в 
книгах [1]-[5]  списка литературы.

3 Особой строгости при введении понятия много-
образия (с краем или без) в предполагаемом курсе мы 
не будем придерживаться, но укажем, что 1-многооб-
разием будет кривая, 2-многообразием – поверхность.

4 Нельзя путать степень формы k с размерностью 
векторного пространства m.

Если в каждой точке пространства Rn 

или в области D этого пространства задана 
некоторая k-форма, то она называется диф-
ференциальной формой. В разных точках 
пространства форма в общем случае может 
быть различной. Важнейшим примером 
1-формы может служить обычный диффе-
ренциал функции от нескольких перемен-
ных. Доказывается, что любая внешняя 
дифференциальная k-форма (мы будем рас-
сматривать только внешние формы) пред-
ставляет собой сумму внешних произведе-
ний дифференциалов координат типа a(x)
dxm…dxn, причем по вышесказанному 
dxdy=–dydx, откуда dxdx=05. Здесь мы 
покажем удобство от введения данного по-
нятия. 

Например, в той же задаче о приведении 
двойного интеграла к новым переменным 
попробуем перейти к полярным координа-
там ρ,φ.

Имеем:
dxdy=(cosφdρ–ρsinφdφ)

(sinφdρ+ρcosφdφ)= cosφsinφdρdρ + 
+cosρcosφdρdφ–ρsinφsinφdφdρ – 
–ρsinφρcosφdφdφ=ρcos2φdρdφ–

–ρsinφ2dφdρ = (убирая нулевые формы 
dρdρ и dφdφ ) = ρcos2φdρdφ+ 

+ρsinφ2dρdφ = (пользуемся антисимме-
тричностью dφdρ=–dρdφ) =ρ dρdφ
Остается выразить f(x,y) через ρ и φ и 

автоматически сразу получить формулу 
преобразования двойного интеграла к по-
лярным координатам – якобиан перехода 
получился «сам» (сейчас студент должен 
помнить то, что при переходе к новым коор-
динатам внутри интеграла появляется яко-
биан, да и как вычислять определители сту-
денты могут забыть):

( , ) =

= ( , ), ( , )
1

Здесь мы не даем явное определение ин-
теграла по форме f(x,y) dxdy, но укажем, 
что он является просто обычным двойным 
интегралом от функции f на области C из-
менений переменных x,y, аналогично инте-
грал справа является двойным интегралом 
на области изменений переменных ρ и φ.

Введем операцию взятия дифференциа-
ла (или внешнего дифференциала) формы, 

5 У нас дифференциал координаты dxi (i – здесь 
индекс, а не показатель степени!) – это функция, со-
поставляющая вектору его i-ю координату. Очевидно, 
что это форма первой степени.
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которая будет переводить дифференциаль-
ную k-форму в форму степени k+1.

Для формы ω(x)=f(x) нулевой степени 
(функции в пространстве Rm) дифференци-
ал формы является просто дифференциалом 
функции f, а именно: 

df=f’x1 dx1+…+f’xm dxm. 
Для внешней формы-одночлена k-й сте-

пени 

( ) = ( ) …  

(x точка в Rn) ее дифференциалом будет:

( ) = ( ) …

где da(x) – обычный дифференциал функ-
ции. От суммы таких форм-одночленов 
(любая форма, как мы упоминали, пред-
ставляется в виде суммы таких форм) диф-
ференциал берется по линейности. Ясно, 
что дифференцирование переводит косо-
симметричные формы в кососимметричные 
(в силу свойства внешнего произведения) и 
повышает степень формы на единицу.

Одно из важнейших свойств дифферен-
циала: d(dω)=0 для любой формы6 ω.

Теперь приведем несколько примеров, 
показывающих простоту использования те-
ории внешних форм. Вспомним, например, 
формулу Грина, связывающую криволиней-
ный интеграл с двойным:

+ =

(В данном случае мы не ставим при ле-
вом интеграле кружок, означающий зам-
кнутый контур, а границу многообразия C 
запишем как дC по причинам, которые объ-
ясняются в более подробном курсе, хотя 
прямо сейчас укажем, что граница от грани-
цы ддC=0, что тесно связано с равенством 
ddA=0). 

Обычную формулу Грина трудно запом-
нить (почему, например, стоит знак минуса 
или почему под скобкой берется частная 
производная по x от Fy), а, не зная или поза-
быв вывод, трудно вспомнить саму формулу. 
Знание теории внешних форм резко упроща-
ет дело. Мы имеем т.н. общую формулу 
Стокса (Стокса-Пуанкаре)7:

6 Формы, дифференциал которых равен нулю, на-
зываются замкнутыми, формы, являющиеся диффе-
ренциалом других форм, – точными. Согласно выше-
сказанному, все точные формы замкнуты, но, как пра-
вило, не наоборот.

7 Доказательство этой формулы представляет со-
бой самую сложную часть теории, но обратим внима-
ние читателя на предельную простоту самой этой 
формулы!

=

где дC – граница многообразия C, F – диф-
ференциальная форма, а dF – ее дифферен-
циал. В данном случае мы не указываемем 
кратность интегралов, надо только отме-
тить, что она, как и размерность области ин-
тегрирования, на единицу меньше для лево-
го интеграла. 

Теперь перейдем к доказательству форму-
лы Грина. Найдем дифференциал Fxdx+Fydy,:

d(Fxdx)= + =

= + =

= =

Аналогично d(Fydy) равна (∂Fy)/∂x dxdy 
и окончательно сама формула Грина:

+ =

(вспоминая, что интеграл по 2-форме f(x,y) 
dxdy является просто обычным двойным 
интегралом).

Аналогичный пример для формулы Га-
усса-Остроградского:

Имеем, пользуясь кососимметрично-
стью внешнего произведения, в частности, 
равенством нулю внешнего произведения 
одинаковых форм:

( ) = + +

+ =

Аналогично

 ( ) =

( ) =

Наконец, сама формула:

+ + =

= + +

(интеграл по форме Fdxdy на поверхности 
∂C – это то, что в обычных курсах называет-
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ся интегралом второго рода, а в правой ча-
сти интеграл по форме Fdxddz будет 
обычным тройным интегралом, то у нас 
есть наша искомая формула).

Аналогично выводится и обычная (нео-
бобщенная) формула Стокса.

С помощью дифференциальных форм 
очень легко выражаются понятия векторно-
го анализа, необходимого студентам изуча-
ющих электродинамику, гидро- или аэроди-
намику.

Введем 4 следующие формы на обыч-
ном (трехмерном) пространстве – функции 
от 0,1,2 и 3 векторов: 

0-форма ω0
f =f(x) (обычная функция на 

трехмерном пространстве)
1-форма ω1

F(ξ)=(F,ξ) – обычное скаляр-
ное произведение векторов

2-форма ω2
V(ξ1,ξ2)=(V,ξ1,ξ2)=(V,[ξ1,ξ2]) – 

смешанное произведение векторов V, ξ1 и ξ2
3-форма ω3

ρ(ξ1,ξ2,ξ3)=ρ(x)(ξ1,ξ2,ξ3) – 
функция ρ, умноженная на смешанное про-
изведение (ξ1,ξ2,ξ3)

Нетрудно видеть, что любая кососимме-
тричная 0-,1-,2-,или 3-форма представляет-
ся однозначно в виде указанных форм с не-
которыми f,F,V или ρ8.

Теперь основные операторы векторного 
анализа grad, rot и div определяются следу-
ющим образом (вспоминая, что дифферен-
цирование повышает степень формы на 1) .

Градиент f – это такой вектор grad f, что 
dω0

f (ξ)=df(x) (ξ)= ω1
grad f(ξ)

Ротор F – это такой вектор rot F, что 
dω1

F(ξ1,ξ2)= ω2
rot F(ξ1,ξ2)=(rot F,ξ1,ξ2)

Дивергенция V – это такой скаляр div V что 
dω2

V(ξ1,ξ2,ξ3)=ω
3
divV(ξ1,ξ2,ξ3)=div V*(ξ1,ξ2,ξ3)

Отсюда, например, следует, что rot grad f=0
В самом деле, ω2

rot grad f= dω1
grad f=dd ω0

f=0, 
то есть равенство rot F=0 является необхо-
димым (не достаточным!) чтобы F выра-
жался как grad f. Если F выражается через 
градиент, то в электродинамике такое поле 
называется потенциальным.

Также легко доказать, что div rot F=0
В самом деле, ω3

div rot F= dω2
rot F=dd ω1

F=0, 
то есть равенство div A=0 является необхо-
димым (не достаточным!) чтобы A выра-
жался как rot F. Если div A=0, то в электро-
динамике такое поле называется соленои-
дальным.

Теперь рассмотрим, например, самое 
сложное выражение – ротора F. Форма 
ω1

F(ξ) определяется как (F,ξ)=F1ξ1+ F2ξ2+ F3ξ3, 
то есть она равна F1dx1+ F2dx2+ F3dx3. 

8 Для 2- и 3-форм только в обычном трехмерном 
пространстве.

Тогда

= +

+ +

На векторах ξ1=(ξ1
1, ξ1

2, ξ1
3) и ξ2=(ξ2

1, ξ2
2, ξ2

3) 
форма dω1 будет равна значению смешанно-
го произведения 3 векторов, а именно век-
тора-ротора:

 = + +

+

и наших ξ1 и ξ2 .
В заключение заметим, что теория 

внешних форм не упрощает, хотя и не ус-
ложняет, изложение анализа от нескольких 
переменных. Почему же мы считаем вне-
дрение ее в преподавание в технических ву-
зах определенно полезным, а в некоторых 
случаях даже совершенно необходимым? 
Укажем следующие преимущества:

• Значительно большие, чем при обыч-
ном изложении, алгоритмические возмож-
ности теории внешних форм для формаль-
ных вычислений, которые увеличивают 
безошибочность выкладок и удобны для 
запоминания студентами, как было показа-
но выше.

• Связанные с этим открывающиеся воз-
можности автоматизации вычисления в 
САПР с помощью программ наподобие 
Mathcad. 

• Многие необходимые (например, в тер-
модинамике) понятия, которые сейчас с тру-
дом понимаются студентами, такие как пол-
ные дифференциалы, становятся весьма по-
нятными – полный дифференциал является 
точной формой. 

• При требовании развития курса выс-
шей математики с включением в него эле-
ментов дифференциальной геометрии, то-
пологии, теории функций комплексного пе-
ременного, более подробного изложения 
теории дифференциальных уравнений, тео-
рия внешних форм может стать вообще не-
обходимой. Это будет, например, в случае 
более подробного изложения теоретической 
механики, механики сплошных сред или 
даже чисто прикладных, но более продви-
нутых, чем обычно, технических дисци-
плин, в которых бы вводились многомерные 
пространства с размерностью более 3. 
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Поэтому можно считать, что если сту-

денту вообще необходимо для конкретных 
технических дисциплин знание интеграль-
ного исчисления нескольких переменных, 
то ему было бы полезно знать теорию внеш-
них форм, причем учитывая учебные про-
граммы для физико-технических, электро- 
и теплотехнических факультетов уже на 
первых курсах бакалавриата. 
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