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Рассмотрено распространение поперечно-электрических (ТЕ) и поперечно-магнитных (ТМ) электро-
магнитных волн в волноводе произвольного поперечного сечения, где помещена анизотропная магнитоди-
электрическая пластина конечной длины. Получены волновые уравнения в различных областях волновода 
из уравнений Максвелла. Они решаются методом, развитым в работе [1]. На основе граничных условий 
с учетом решений волновых уравнений получены обобщенные формулы Френеля, которые позволяют вы-
числить коэффициенты отражения и прохождения по мощности для пластины. Приведены графики зави-
симости коэффициентов отражения от толщины пластины при различных значениях параметров, характе-
ризующих взаимодействие ТЕ и ТМ волн с анизотропной магнитодиэлектрической пластиной в волноводе. 
Они показывают колебательный характер указанных зависимостей. Огибающие максимумов зависимости 
от толщины пластины являются убывающими функциями. В работе рассматривается также случай «тонкой» 
пластины. Полученные в этом случае аналитические выражения для коэффициентов отражения по мощно-
сти ТЕ и ТМ волн показывают, что они пропорциональны толщине пластины в квадрате.
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The propagation of the transverse-electric (TE) and transverse-magnetic (TM) electromagnetic waves in a 
waveguide with arbitrary cross-section, which contains the anisotropic magneto dielectric plate of a fi nite length, 
is considered. The wave equations in different regions of the waveguide are obtained from Maxwell equations. 
These wave equations are solved by the method developed in [1]. From boundary conditions taking into account the 
solutions of the wave equations the generalized Fresnel formulas are obtained, that enable to calculate the power 
refl ection and transmission coeffi cients for the plate. The diagrams of dependence of the refl ection coeffi cients on 
the thickness of the plate at different values of the parameters characterizing the interaction between TE and TM 
waves with anisotropic magneto dielectric plate in the waveguide are resulted. They show oscillatory nature of 
indicated dependencies. Envelopes of maxima of dependencies on thickness of the plate are decreasing functions. In 
the article the case of «thin» plate is considered too. Analytical expressions for the power refl ection coeffi cients of 
TE and TM waves, obtained in this case, show that they are proportional to the thickness of the plate in the square.
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Теоретические и экспериментальные 
исследования в области электродинамики 
анизотропных магнитодиэлектрических 
сред представляют большой интерес и 
с точки зрения развития теории, и с точ-
ки зрения возможностей широкого прак-
тического применения подобных сред 
в микроволновой электронике, в тонко-
пленочной и интегральной оптике, аку-
стооптике и т.д. [5, 8]. В частности, пред-
ставляет определенный интерес изучение 
отражения поперечно-электрических (ТЕ) 
и поперечно-магнитных (ТМ) электромаг-
нитных волн от левой границы и прохож-
дения от правой границы анизотропной 
магнитодиэлектрической пластины, поме-
щенной в волновод.

Постановка задачи и волновые уравнения
Пусть в регулярный волновод произ-

вольного поперечного сечения, ось кото-
рого совпадает с осью oz некоторой де-
картовой системы координат, помещена 
анизотропная магнитодиэлектрическая пла-
стина толщины 2d (–d ≥ z ≥ d). Рассмотрим 
распространение ТЕ и ТМ сигнальных волн 
с единичной амплитудой и частотой ω0 в по-
добном волноводе, предполагая, что они па-
дают на пластину со стороны z ≤ –d (рис. 1). 

Пусть диэлектрическая и магнитная 
проницаемости пластины имеют вид

     (1)
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где ε1, ε2, μ1, μ2 – постоянные. ТЕ и ТМ поля 
в волноводе, как и в работах [1–4] и [9], 
будем описывать с помощью продольных 
Фурье-компонент магнитного и электриче-
ского векторов  и  соответственно. 
Волновые уравнения для  и  полу-
чаются из уравнений Максвелла и в различ-
ных областях волновода представляются 
в следующем виде:

Для ТЕ поля:
в областях I и III (z ≤ –d и z ≥ d):

  (2)

в области II (–d ≥ z ≥ d):

 (3)

где      

 

 – двумерный опера-
тор Лапласа. 

Для ТМ поля:
в областях I и III (z ≤ –d и z ≥ d):

   (4)

в области II ((–d ≥ z ≥ d):

 (5)

Рис. 1. Геометрия поперечного сечения волновода

Решения волновых уравнений (2)–(5) бу-
дем искать в виде равномерно и абсолютно 
сходящихся рядов [7] (приложение к главе 7):

  (6)

В (6)  и Ψn(x, y) представляют 
собственные функции второй и первой кра-
евых задач для поперечного сечения волно-
вода и соответствуют собственным значе-
ниям  и λn. Эти функции удовлетворяют 
следующим уравнениям Гельмгольца с со-
ответствующими граничными условиями:

  (7)

  (8)

где Σ – контур поперечного сечения волно-
вода,  – нормаль к Σ.

Поперечные составляющие  и  ТЕ 
и ТМ полей, как следует из уравнений Мак-

свелла в случае отсутствия зарядов и токов 
в среде [6], будут выражаться формулами:

Для ТЕ поля:
в I и III областях (z ≤ –d и z ≥ d):

  (9)

  (10)
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в области II ((–d ≥ z ≥ d):

   (11)

  (12)

где индекс τ означает поперечные составля-
ющие,  – орт оси oz,  – оператор Набла.

Для ТМ поля:
в I и III областях (z ≤ –d и z ≥ d):

  (13)

   (14) 

в области II ((–d ≥ z ≥ d):

  (15)

  (16)

Коэффициенты отражения и прохожде-
ния по мощности.

Подставляя (6) в уравнения (2)–(5) 
и учитывая (7) и (8), для определения Hn(z) 
и En(z) в различных областях волновода, 
получим следующие обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения второго порядка:

Для ТЕ поля:
в I и III областях (z ≤ –d и z ≥ d):

  (17)

где 
в области II ((–d ≥ z ≥ d):

  (18)

где 

Для ТМ поля:
в I и III областях (z ≤ –d и z ≥ d):

   (19)

где 
в области II ((–d ≥ z ≥ d):

  (20)

где 

Решения уравнений (17)–(20) имеют вид:
Для ТЕ поля:
в I области (z ≤ –d):

 (21)

в III области (z ≥ d):

   (22)

в области II ((–d ≥ z ≥ d):

 (23)

где    и  пока неизвест-
ные коэффициенты.

Для ТМ поля:
в I области (z ≤ –d):

 (24)

в III области (z ≥ d): 

   (25)
в области II ((–d ≥ z ≥ d):

 (26)

где   an и  пока неизвест-
ные коэффициенты.

Все неизвестные коэффициенты можно 
найти с помощью следующих граничных 
условий при z = ±d:
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Для ТЕ поля:

 z = –d;        (27)

 z = d;        (28)

Для ТM поля:

 z = –d;        (29)

 z = d;       (30)

Подставляя (21)–(26) в граничные усло-
вия (27)–(30) и решая полученную систему 
уравнений, получим обобщенные формулы 

Френеля для анизотропной магнитодиэлек-
трической пластины в виде:

Для ТЕ поля:

      (31)

      (32)

где 

      (33)

Для ТМ поля:

       (34)

      (35)

где 

      (36)

Теперь с помощью (31) и (34) можно 
найти коэффициенты отражения и прохож-
дения по мощности для ТЕ и ТМ полей. 

Вычисления приводят к следующим выра-
жениям:

Для ТЕ поля:

      (37)

где 

  (38)

   (39)
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Для ТМ поля:

     (40)
где 

   (41)

  (42)

Зависимости коэффициентов отраже-
ния по мощности  и Rn от d приведены 
на рис. 2–5. Графики построены согласно 
формулам (37)–(42) с помощью программы 
Mathcad при различных значениях параме-
тров, характеризующих взаимодействие ТЕ 
и ТМ волн с анизотропной магнитодиэлек-
трической пластиной в волноводе. Как вид-
но из рисунков, коэффициенты отражения 

по мощности имеют колебательный харак-
тер в зависимости от d. При увеличении ε1 
в случае ТЕ волны и μ1 в случае ТМ вол-
ны максимумы коэффициентов отражения 
перемещаются в сторону меньших d. Оги-
бающие максимумов в зависимости от d яв-
ляются убывающими функциями. Характер 
зависимости коэффициентов прохождения 
по мощности одинаков для ТЕ и ТМ волн. 
При увеличении d они стремятся к нулю.

Рис. 2. Зависимость  от d при ε1 = 2,5; μ1 = 350; μ2 = 14;  ωo = 1,2·106

 
Рис. 3. Зависимость  от d при ε1 = 5; μ1 = 350; μ2 = 40;  ωo = 1,2·106
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Рис. 4. Зависимость Rn от d при ε1 = 2,5; ε2 = 3; μ1 = 60;  ωo = 1,2·106

Рис. 5. Зависимость Rn от d при ε1 = 2,5; ε2 = 2; μ1 = 30;  ωo = 1,2·106

Теперь рассмотрим частный случай, 
когда длина волны в пластине много боль-
ше толщины пластины (случай «тонкой» 
пластины), то есть
      (43)

Считая, что одновременно с (43) выпол-
няются и условия

   

   (44)

и разлагая выражения (37)–(40) в ряд Тей-
лора по степеням d, ограничиваясь члена-
ми, содержащими d2, получим

    (45)

   (46)

  (47)
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При d = 0 из (45)–(47) получим:  
Rn = 0;  Tn = 1.

Заключение
В заключение отметим, что полученные 

в настоящей работе результаты дают воз-
можность решить задачу излучения заря-
женной частицы, движущейся равномерно 
вдоль или перпендикулярно оси волновода, 
где помещена анизотропная магнитодиэлек-
трическая пластина толщины 2d. Отметим, 
что с математической точки зрения задача 
сводится к решению неоднородных диффе-
ренциальных уравнений. 

Подобная постановка задачи представ-
ляет интерес и в плане развития теории, 
и в плане возможности практического при-
менения излучения в различных областях 
электроники СВЧ.
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