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Для описания динамики плоского шарнирного механизма использованы уравнения Лагранжа второго 
рода. Коэффициенты квадратичной формы, выражающей кинетическую энергию, представляются в виде 
линейных комбинаций семи независимых тригонометрических функций обобщенных координат – базис-
ных функций. Постоянные коэффициенты при этих функциях находятся из систем линейных уравнений, 
представляющих кинетическую энергию механизма в семи его конфигурациях при ненулевых значениях 
одной или двух из обобщенных скоростей. Для вычисления кинетической энергии звеньев используются 
локальные координаты векторов скорости и рекурсивные матричные преобразования. Полученная система 
дифференциальных уравнений динамики интегрируется численно методом Рунге ‒ Кутты в среде Mathcad. 
Эффективность предложенного способа формирования и решения динамических уравнений демонстриру-
ется на примере решения прямой задачи динамики трехзвенного механизма.
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DERIVATION FLAT THREE-LINKS MECHANISM DYNAMIC EQUATIONS 
BY USING BASIC FANCTIONS OF GENERALIZED COORDINATES

Zhuravlev E.A., Bagautdinov I.N.
Volga State University of Technology, Yoshkar-Ola, e-mail: ZhuravlevEA@volgatech.net

Second order Lagrange equations are used for describing dynamics of planar mechanism with rotation joints. 
Kinetic energy quadratic form coeffi cients were represented by linear combinations of seven basic functions – 
trigonometric functions of the generalized coordinates. Coeffi cients at the basic functions determined from linear 
systems of equations representing the kinetic energy in seven mechanism confi gurations with nonzero values of 
one or two generalized velocities. Links kinetic energy calculation was using the local coordinates of the velocity 
vectors and recursive matrix transformations. The resulting system of dynamics differential equations is integrated 
numerically by Runge-Kutta method in software environment MathCAD. Effi ciency of the proposed method 
demonstrated by example of numerical solution the direct dynamic problem for three-links mechanism.

Keywords: planar multilink mechanism, Lagrange equations, basic functions, direct dynamics problem

Методам построения уравнений дина-
мики шарнирных многозвенных механиз-
мов, являющихся механической основой 
манипуляционных систем промышленных 
роботов, посвящена обширная литература. 
Одна из основных целей авторов, работа-
ющих в этом направлении, – создание наи-
более эффективных алгоритмов формиро-
вания динамических уравнений для таких 
механизмов. Сравнительный анализ [1] 
показывает существенную зависимость эф-
фективности различных подходов от числа 
N звеньев кинематической цепи механизма 
и его геометрии; для N = 2−6 вполне прием-
лемым оказывается использование Лагран-
жевского описания динамики механизма.

В данной работе дифференциальные 
уравнения динамики механизма строятся 
на основе уравнений Лагранжа 2-го рода, 
в которых для выражения кинетической 
энергии использован набор линейно не-
зависимых тригонометрических функций 
обобщенных координат [3]. Использование 
таких функций существенно упрощает ал-
горитм формирования системы дифферен-
циальных уравнений динамики механизма.

Построение математической модели

Рассматривается движение плоско-
го трехзвенного механизма, шарнирно 
связанного с неподвижным основанием 
(рис. 1). Звенья 1, 2, 3 – абсолютно твер-
дые тела, которые перемещаются в го-
ризонтальной плоскости под действием 
моментов М1, М2, М3 в шарнирных сочле-
нениях О1, О2, О3 (рис. 1). С каждым зве-
ном свяжем локальную систему координат 
Оkxkyk, ось Оk xk которой проходит через оси 
сочленений звена, а для конечного звена 
(k = 3) направляется произвольно (рис. 1); 
О0x0y0 – неподвижная инерциальная си-
стема координат. Известны массы звеньев 
mk, положения их центров масс Ck, и цен-
тральные моменты инерции Ik относитель-
но осей перпендикулярных плоскости дви-
жения; считаем эти оси главными осями 
инерции звеньев.

За обобщенные координаты приняты 
углы взаимного поворота звеньев q1, q2, q3, 
отсчитываемые против хода часовой стрел-
ки (рис. 1).
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Рис. 1. Расчетная схема механизма

Кинетическая энергия Т механизма 
складывается из кинетических энергий его 
звеньев:

  (1)

где vk – скорость центра масс k-го звена, а 

   (2)

‒ угловая скорость k-го звена в неподвиж-
ной системе отсчета О0 x0y0.

Кинетическая энергия рассматриваемой 
механической системы является положи-
тельно определенной квадратичной формой 
обобщенных скоростей, коэффициенты ко-
торой зависят от обобщенных координат [4]: 

  

  (3)
Чтобы исследовать структуру выраже-

ний aij(q), представим скорости vk центров 
масс звеньев в виде рекурсивных соотноше-
ний:

 (k = 1, 2, 3);

    (m = 1, 2), (4)

где  – радиус-векторы центров 
масс звеньев;  – радиус-век-
торы центров шарнирных сочленений зве-

ньев; um – скорости центров сочленений Оm; 
ωk – вектор угловой скорости k-го звена.

При использовании плоских систем 
координат Оkxkyk и двухкомпонентных век-
торов удобно представить (4) в матричной 
форме

 (k = 1, 2, 3);

 

   (m = 1, 2). (5) 
Здесь координаты векторов скоростей 

vk и um представлены в локальных системах 
координат Оkxkyk и Оmxmym соответственно; 

 – матрица преоб-

разования координат вектора из системы 

Оk−1xk−1yk−1 в Оkxkyk ;  – ко-

сосимметричная матрица угловой скорости 
k-го звена;   По-
следовательно применяя (5), получаем:

  

или в покомпонентной записи

   

  (6)
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Используя (6), находим выражения для квадратов скоростей центров масс звеньев:

   

   (7)

Равенства (7) (2) и (1) позволяют уста-
новить, что в выражении (3) для кинети-
ческой энергии механизма коэффициенты 
аij(q) при обобщенных скоростях могут со-
держать линейные комбинации только сле-
дующих семи линейно независимых функ-
ций обобщенных координат
1 = 1, 2(q2) = cos q2;   3(q2) = sin q2;

4(q3) = cos q3;    5(q3) = sin q3; 

 6(q2, q3) = cos (q2 + q3);  

 7(q2, q3) = sin (q2 + q3),  (8)
которые назовем базисными функциями, т.е.:

  

 (i, j = 1, 2, 3).  (9)
Чтобы найти постоянные  в (9), вос-

пользуемся приемом, предложенным в ра-
боте [5] для вычисления элементов матри-
цы инерции системы сочлененных тел. 

Обозначим Tij(q) величину кинетической 
энергии механической системы, находя-
щейся в произвольной заданной конфигура-
ции q =  (q1, q2, q3) и имеющей обобщенные 
скорости   (k ≠ i, j). Значе-
ния Tij(q) нетрудно вычислить с помощью 
полученных ранее соотношений (1), (2) 
и (6). После этого числовые значения всех 
коэффициентов aij(q) можно последователь-
но найти, используя равенства

   

  

следующие из (3).
Пусть найдены значения aij(q) для семи 

различных конфигураций рассматриваемой 
механической системы, тогда постоянные 

 (s = 1, …, 7) в разложении (9) можно 
найти, решая систему линейных алгебраи-
ческих уравнений 

   (l = 1, …, 7)

с ненулевым определителем 

, 

где q1, ..., q7 – различные конфигурации ма-
нипулятора. Чтобы отыскать все , учи-
тывая симметрию коэффициентов aij(q), 
достаточно сформировать и решить 6 таких 
систем.

Для описания динамики механизма 
воспользуемся уравнениями Лагранжа 
2-го рода: 

    (i = 1, 2, 3),  (10)

где Qi = Mi – обобщенные силы, равные мо-
ментам, действующим в сочленениях.

Вычисляем производные, входящие 
в левые части уравнений (8):

или, учитывая (9) и (8):

  (11)
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где

   
   

С учетом (11) дифференциальные урав-
нения (9) принимают вид:

  (i = 1, 2, 3).  (12)

Система трех обыкновенных дифферен-
циальных уравнений 6-го порядка (12) с на-
чальными условиями
     (i = 1, 2, 3)  (13)
является математической моделью, описы-
вающей динамическое поведение плоского 
шарнирного трехзвенника при заданных 
моментах  в сочленениях.

Численная реализация модели
Для интегрирования полученной систе-

мы дифференциальных уравнений была ис-
пользована явная конечно-разностная схема 
Рунге ‒ Кутты 4-го порядка с постоянным 
временным шагом. Размер шага интегри-
рования выбирался в ходе численных экс-
периментов. Дифференциальные уравнения 
динамики манипулятора (13) не являются 
разрешенными относительно вторых про-
изводных, поэтому на каждом временном 
шаге значения обобщенных ускорений

, ,  находились в результате решения 
линейной системы

где  – матрица инерции ме-
ханизма; B – вектор правых частей урав-
нений (12).

В приводимом ниже примере расчета 
использовались следующие значения гео-
метрических и инерционных параметров 
звеньев механизма: m1 = 10 кг, m2 = 10 кг, 
m3 = 8 кг; Lk = 1 м;  

    (k = 1, 2, 3).

Момент M1, действующий в сочленении 
O1, задавался в виде

   (13)

т.е. соответствовал управляющему моменту, 
который обеспечивает поворот твердого тела 
вокруг неподвижной оси на конечный угол.

Для моментов, действующих в сочлене-
ниях O2 и O3, принималось соответственно:

   (14)
где с = 10 Н∙м/рад;  = 20 Н∙м/рад∙с−1.

Первые слагаемые в выражениях (14) 
соответствуют моментам упругой реакции 
сочленений, препятствующей взаимному 
повороту звеньев, зафиксированных в поло-
жениях q2 = q20, q3 = q30. Вторые слагаемые 
в (14) соответствуют моментам сил сопро-
тивления пропорциональным угловым ско-
ростям взаимного поворота звеньев. 

Начальные значения обобщенных коор-
динат и скоростей механизма: 

   

 (i = 1, 2, 3).  (15)
На рис. 2 представлены результаты чис-

ленного интегрирования уравнений (11) 
при начальных условиях (15) и обобщен-
ных силах (13), (14).
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Рис. 2. Изменение обобщенных координат трехзвенника: q1(t), q2(t), q3(t)

Кривые на рис. 2 изображают происхо-
дящие со временем изменения обобщенных 
координат q1, q2, q3 соответственно. Поведе-
ние механизма соответствует ожидаемому 
повороту на конечный угол. Наблюдаемое 
затухание колебаний обусловлено диссипа-
тивными моментами (14), действующими 
в сочленениях О2 и О3. 

На компьютере с процессором Intel, 
имеющем рабочую частоту 2,8 ГГц при вре-
менном шаге интегрирования t = 0,02 с, 
расчет движения механизма продолжитель-
ностью 12 с в среде Mathcad 7.0 занимает 
около 1 с машинного времени. 

Заключение

Предложенный способ формирования 
дифференциальных уравнений динамики 
плоского шарнирного многозвенного ме-
ханизма позволяет избежать вывода гро-
моздких символьных выражений [2] для 
вычисления элементов матрицы инерции, 
а также центробежных и гироскопических 
членов. В то же время в ходе численно-
го интегрирования уравнений динами-
ки расчет текущих значений всех членов 
и коэффициентов уравнений на каждом 
временном шаге выполняется по явно за-
данным конечным формулам без использо-
вания рекурсивных алгоритмов [5]. Пред-
ставляется перспективным использование 
данного подхода для описания динамики 
плоских шарнирных механизмов с чис-
лом звеньев N > 3.

Работа выполнена в рамках задания 
№ 2014/217 на выполнение государствен-
ных работ в сфере научной деятельности 
в рамках базовой части государственного 
задания Минобрнауки России.
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