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Описано взаимодействие звеньев механизма? связанных вращательной кинематической парой? и эле-
ментов гидравлического двигателя поступательного движения. Получены выражения для приводной обоб-
щенной силы, отнесенной к углу взаимного поворота звеньев и для передаточных функций, связывающих 
перемещение и скорость штока гидроцилиндра c углом и угловой скоростью относительного поворота зве-
ньев. Векторно-матричная форма этих выражений облегчает их использование в алгоритмах автоматиче-
ского формирования уравнений динамики многозвенных механизмов. В математической модели гидравли-
ческой части привода использованы уравнения баланса расходов рабочей жидкости с учетом её объемного 
сжатия, которые дают по одному дифференциальному уравнению первого порядка для каждой полости дви-
гателя. Представлены результаты численной реализации предлагаемого описания для плоского трехзвенно-
го механизма, приводимого в движение тремя гидроцилиндрами с дроссельным программным управлением.

Ключевые слова: гидропривод, вращательная пара, обобщенная приводная сила, динамика многозвенного 
механизма, численное решение

MATHEMATICAL MODEL OF HYDRAULIC ACTUATOR USED 
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The interaction between the mechanism links related by rotational pair and elements of hydraulic actuator is 
considered. Expressions are obtained for the generalized driving force attributed to relative rotation angle and for 
the analogs of rod displacement and rod velocity related them with the angle and angular velocity of links relative 
rotation. The vector-matrix form of these expressions facilitates there using in algorithms of automatic formation 
multilink mechanism dynamics equations. In the mathematical model of hydraulic subsystem balance equations of 
working fl uid fl ow in view of its volume compression are used. Each one of them gives one fi rst order differential 
equation for each chamber of the actuator. The results of the numerical implementation of the proposed description 
are presented for planar three-link mechanism driven by three valve-controlled hydraulic cylinders.
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Гидравлические двигатели поступатель-
ного действия – гидроцилиндры ‒ находят 
широкое применение в шарнирно ‒ ры-
чажных исполнительных механизмах для 
обеспечения взаимного поворота звеньев 
[1]. Если силовой электропривод имеет до-
статочно простую математическую модель, 
которая легко встраивается в известные спо-
собы описания динамики манипуляционных 
механизмов [3], то для гидравлического при-
вода многозвенных шарнирных механизмов 
унифицированное описание кинематики 
и динамики в современной технической ли-
тературе отсутствует. Создание такого опи-
сания является целью настоящей работы. 

При построении гидравлической части 
математической модели привода исполь-
зуются обычные допущения технической 
гидравлики и известные уравнения [2], 
описывающие динамику элементов приво-
да – распределителей, трубопроводов, ги-
дроцилиндров.

Математическая модель
Рассматривается механизм, состоящий 

из n жестких звеньев, последовательно 

связанных вращательными парами; первое 
звено связано вращательной парой с не-
подвижным основанием. Механизм при-
водится в движение гидравлическими 
двигателями G1 , G2, ..., Gn. Каждый дви-
гатель – одноштоковый гидроцилиндр, 
управляющий взаимным поворотом двух 
смежных звеньев. В соответствии с кон-
структорской практикой полагаем шток 
k-го двигателя шарнирно связанным 
с k-м звеном, а его цилиндр – с (k – 1)-м 
звеном (рис. 1).

С каждым k-м звеном жестко свяжем 
правую ортогональную систему координат 
ОkXkYkZk, ось ОkZk которой совпадает с осью 
шарнира, соединяющего k-е и (k – 1)-е зве-
нья (рис. 1). С неподвижным основанием 
механизма связана базовая система коорди-
нат О0X0Y0Z0. Положение каждого k-го зве-
на относительно (k – 1)-го определяется 
величиной qk угла его поворота (по ходу 
часовой стрелки) вокруг оси ОkZk, до поло-
жения в котором ось ОkXk становится парал-
лельной плоскости Оk–1Xk–1Zk–1. В том слу-
чае, когда оси Оk–1Zk–1 и ОkZk параллельны, 
за qk принимается величина угла поворота 
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k-го звена до совпадения направлений осей 
ОkXk и Оk–1Xk–1. В результате конфигурация 
механизма полностью определяется набо-
ром обобщенных координат q1, q2, ..., qn.

Матрицу линейного преобразования ко-
ординат трехмерного вектора из системы 
координат Оk–1Xk–1Yk–1Zk–1 в систему коорди-
нат ОkXkYkZk обозначим Tk(qk).

Рис. 1. Схема шарнирного сочленения смежных звеньев механизма

Введем следующие обозначения:
Lk–1 – радиус-вектор точки Оk относи-

тельно центра Оk–1;
аk–1 – радиус-вектор центра шарнирного 

соединения цилиндра двигателя Gk со зве-
ном k – 1 относительно центра Оk–1;

bk – радиус-вектор центра шарнирного 
соединения штока двигателя Gk со звеном k 
относительно центра Оk.

Вектор Nk силы, действующей на k-е 
звено со стороны штока гидроцилиндра Gk, 
представим в виде

  (1)

Здесь Nk – алгебраическая величина 
силы, которая имеет положительный знак, 
если вектор Nk направлен от (k – 1)-го 
к k-му звену. Естественно задавать векторы 
bk и аk–1, Lk–1 в (1) их постоянными коорди-
натами в соответствующих локальных си-
стемах координат. 

Очевидно, что обобщенная приводная 
сила Qk, соответствующая координате qk 
равна моменту силы Nk относительно оси 
ОkZk и может быть представлена в виде

где k – орт оси ОkZk. 
C учетом (1) это выражение принимает 

следующий вид:

  (2)

Величина силы Nk определяется разно-
стью давлений в полостях двигателя Gk:
   (3)
где ,  – давления рабочей жидкости 
в полостях гидроцилиндра Gk;  – 
соответствующие рабочие площади 
поршня. Повсюду в дальнейшем нижний 
индекс 1 указывает на принадлежность ве-
личины к поршневой полости двигателя, 
а нижний индекс 2 – к штоковой полости. 

Управление работой гидравлического 
двигателя осуществляется при помощи ги-
дравлического распределителя (дросселя), 
который обеспечивает подключение рабо-
чей полости двигателя к напорной маги-
страли, а сливной полости – к сливной ма-
гистрали.

При описании работы гидравлического 
двигателя использовались следующие пред-
положения: 

1) давления в напорной и сливной ма-
гистралях каждого двигателя постоянны 
и равны pн и pс соответственно; 

2) гидравлическими потерями, связан-
ными с утечками рабочей жидкости, можно 
пренебречь; 

3) деформация трубопроводов, вызван-
ная изменением давления рабочей жидко-
сти, пренебрежимо мала; 

4) падение давления рабочей жидкости 
вдоль участков трубопроводов, соединяю-
щих распределитель и полости двигателя, 
не учитывается;
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5) силы сухого и вязкого трения поршней 

о стенки цилиндров пренебрежимо малы по 
сравнению с приводными силами Nk .

Для установления зависимостей дав-
лений ,  в полостях двигателя Gk от 
перемещения sk его штока были использо-
ваны дифференциальные уравнения рабо-

ты [2], которые выражают условия баланса 
расходов рабочей жидкости, поступающей 
от распределителя в полости гидроцилин-
дра с учетом её объемного сжатия. В том 
случае, когда рабочей является поршневая 
полость двигателя, эти уравнения, с учетом 
принятых выше допущений, приобретают 
следующий вид:

  (4)

Здесь E и  – модуль объемного сжатия 
и плотность рабочей жидкости; ,  – 
объемы полостей двигателя вместе с участ-
ками трубопровода, соединяющих полость 
с распределителем при среднем положении 
поршня; k – безразмерный коэффициент 
окна распределителя (0 < k ≤ 1); uk(t) – ре-
гулируемая площадь проходного сечения 
окна распределителя; sk(qk) – перемещение 

штока двигателя, выраженное через обоб-
щенную координату qk;  – ско-
рость штока, выраженная через обобщен-
ную скорость . Для перемещения sk за 
положительное принимается направление 
к звену с номером k. 

В том случае, когда рабочей является 
штоковая полость, уравнения (4) принима-
ют следующий вид:

  (5)

Используя введенные ранее векторы bk, 
Lk–1, аk–1 и матрицы Tk(qk), получим матрич-
ные выражения для кинематических пере-

даточных функций sk(qk), , входящих 
в (4) и (5):

  (6)

где dk – расстояние между центрами опор-
ных шарниров двигателя Gk при среднем 
положении штока.

Добавляя к соотношениям (2), (3), (4), (5) 
дифференциальные уравнения динамики [4] 
рассматриваемого n-звенного механизма 

  k = 1, …, n,  (7)

а также начальные условия  
   

и программу изменения управляющих пе-
ременных – площадей проходных сечений 
окон распределителей uk = uk(t), t ≥ 0, полу-
чаем замкнутую систему уравнений описы-
вающих движение механизма с гидравли-
ческим приводом, имеющим программное 
дроссельное управление.

Численная реализация
 математической модели 

В качестве примера использования 
предлагаемой модели выполнен расчет 
движения плоского трехзвенного механиз-
ма с тремя гидравлическими двигателями. 
Схема механизма, расположение локаль-
ных систем координат и двигателей пока-
зано на рис. 2.
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Рис. 2. Схема плоского трехзвенного исполнительного механизма

Геометрические параметры меха-
низма: Lk = 0,8 м,  

  
  

Массы звеньев mk = 6 кг; локаль-
ные координаты их центров масс 

 главные центральные 
моменты инерции звеньев Ik = 0,32 кг∙м2. 
Массы гидравлических двигателей счита-
лись пренебрежимо малыми.

Система дифференциальных уравне-
ний динамики (7) для плоского шарнирно-
го трехзвенного механизма была получена 
средствами компьютерной алгебры пакета 
Maple 4 на основе модифицированного ре-
курсивного алгоритма Ньютона ‒ Эйлера, 
описанного в работе [5].

Параметры гидропривода: pн = 1,5 МПа, 
pс = 100 кПа,  

  
 k = 0,7, dk = 0,395 м.

Характеристики рабочей жидкости: 
 = 800 кг/м3, E = 1300 МПа.

Рассматривается движение механиз-
ма в горизонтальной плоскости при на-
чальных условиях: q1(0) = 1,396 рад; 
q2(0) = –0,524 рад; q3(0) = –1,222 рад; 

 , (k = 1, 2, 3).
Рабочая жидкость подается в поршне-

вую полость двигателя G1 и в штоковые по-
лости двигателей G2, G3. Программы управ-
ления для всех распределителей одинаковы:

Здесь U = 10–6 м3,  = 2 c.
Система обыкновенных дифференци-

альных уравнений (7), (4) 12-го порядка 
решалась численно методом Рунге – Кутты 
с постоянным временным шагом t = 0,05 с. 
Размер шага интегрирования выбирался 
в ходе численных экспериментов.

Результаты численного решения пред-
ставлены на рис. 3–4. На рис. 3 показа-
ны изменения обобщенных координат 

Рис. 3. Графики изменения обобщенных координат механизма
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Рис. 4. Изменение давлений в полостях двигателя G1

На рис. 4 показаны изменения давлений 
рабочей жидкости в полостях двигателя G1; 
черного цвета кривые соответствуют рабо-
чей, а синяя – сливной полости. Наблюдае-
мые колебания объясняются сжимаемостью 
рабочей жидкости.

Заключение
Представленная математическая модель 

дает единообразное описание кинематики 
и динамики гидропривода вращательного 
звена механизма при произвольном распо-
ложении гидродвигателя поступательного 
действия. Векторные формы представления 
обобщенных сил (2) и передаточных функ-
ций (6) удобны для использования в ал-
горитмах автоматического формирования 
уравнений динамики механизма.

Работа выполнена в рамках ФЦП «Ис-
следования и разработки по приоритет-
ным направлениям развития научно-техно-
логического комплекса России на 2014–2020 
годы» Минобрнауки России.
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