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Середина шестидесятых годов двадцатого века ознаменовалась бурным развитием раздела физики твер-
дого тела, связанного с исследованиями ионного транспорта. Возникло новое научное направление – физика 
твердых электролитов. Электропроводность твердых электролитов оказалась такой высокой, что для ее объ-
яснения потребовалось разделение общей решетки кристаллов на две фазы: упорядоченную, состоящую из 
тяжелых структурных единиц, и неупорядоченную, образованную структурными единицами, обладающими 
высокой подвижностью. Несмотря на значительные успехи в понимании механизмов ионного транспорта, 
многие вопросы не нашли своего количественного соответствия между теорией и экспериментом. В работе 
предложена термодинамическая модель, которая описывает связь электрической проводимости кристаллов 
и твердых растворов от соотношения химических компонент, температуры, давления, размера зерен кри-
сталлов. Получены формулы для экспериментального определения критического радиуса. Предложенная 
модель позволяет определять поверхностное натяжение твердых растворов.
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Mid-sixties of the twentieth century was marked by the rapid development of solid-state physics section 
associated with studies of ion transport. There was a new scientifi c direction – physics of solid electrolytes. 
Conductivity of solid electrolyte was so high that for explanation it took to separation common crystal lattice into 
two phases: orderly, consisting of heavy structural units, and disordered formed structural units having high mobility. 
Despite signifi cant advances in understanding the mechanisms of ion transport, many issues have not found the 
quantitative correspondence between theory and experiment. Proposed thermodynamic model that describes the 
connection of the electrical conductivity of crystals and solid solutions on the ratio of the chemical components, 
temperature, pressure, size of crystal grains. Obtained the formulas for the experimental determination of the critical 
radius. The proposed model allows to determine the surface tension of the solid solutions.

Keywords: non-equilibrium thermodynamics, electrical conductivity, solid solutions, the critical radius, the surface 
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Начиная с классических работ Френкеля 
и Шоттки, число работ по электронной и ион-
ной проводимости чистых кристаллов, кри-
сталлов с дефектами и твердых растворов, 
включая природные минералы, росло значи-
тельными темпами. Несмотря на достигну-
тые успехи в понимании многих процессов 
в твердых электролитах [1–5], новые модели, 
описывающие ряд мало исследованных явле-
ний и, в частности, размерные эффекты, бу-
дут, на наш взгляд, полезными. Такая модель 
рассматривается в настоящей работе.

Дефекты кристалла (вакансии, примес-
ные ионы и т.д.) будем рассматривать как 
систему невзаимодействующих частиц, по-
груженную в термостат. Квантовые перехо-
ды, обусловленные взаимодействием дефек-
тов с термостатом, будут диссипативными 
(с вероятностью Р) в отличие от взаимодей-
ствия с внешним полем (с вероятностью F). 
Диссипативные процессы приводят к тому, 

что вторичное поле (отклик системы) всегда 
меньше первичного, вызывающего образо-
вание дефектов.

Поскольку подсистема дефектов обме-
нивается с термостатом только энергией, то 
соответствующий им ансамбль частиц будет 
каноническим. В этом случае выражение для 
статистической энтропии имеет вид

где fi – функция распределения; k – постоян-
ная Больцмана. Дифференцируя по времени 
и преобразуя, получим:

где Pij – вероятность перехода из начального 
i (с энергией Ei) в возбужденное состояние j 
(с энергией Ej). 
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Для диссипативных процессов принцип 

детального равновесия имеет вид

где gi, gj – статистические веса для уровней 
Ei и Ej.

Каноническая функция распределения:

где статистическая сумма: Z = e–G/kT, G – по-
тенциал (свободная энергия) Гиббса систе-
мы термостат + система дефектов. 

Положим, что не конфигурационная 
часть потенциала Гиббса линейно зависит 
от концентрации N дефектов:

где h(N) = ω(N)·e–G/kT; ω(N) – статистиче-
ский вес.

Опуская промежуточные вычисления, 
находим

Пренебрегая малыми членами и заме-
няя сумму интегралом получим:

где ΔS – изменение энтропии в диссипатив-
ном процессе; Em – среднее значение энер-
гии основного состояния дефектов; τ – вре-
мя релаксации.

Для функции отклика Ф системы на 
внешнее поле имеем:

где Р – вероятность диссипативного про-
цесса; F определяет вероятность перехода 
в возбужденное состояние за счет первич-
ного внешнего поля, причем F = 1/τр, где 
τр – время жизни возбужденного состояния. 
Тогда имеем:

Обозначая предэкспоненциальный мно-
житель через С, получим:

  (1)

Рассмотрим сначала гомогенную изо-
тропную среду, которая содержит  элек-
тронов проводимости и характеризуется 
термодинамическим потенциалом Гиббса 
G Возникновение тока плотностью j 
в среде является откликом системы невза-
имодействующих электронов на внешнее 
поле и имеет вид (1), где Em = eE, e – заряд 
электрона.

После линеаризации (1) при Φ = j (в ска-
лярном виде), получаем:

  (2)

Когда , мы из (2) имеем закон 
Ома в дифференциальной форме:

j = σE;

где   (3)

Проводимость  связана с удельным со-
противлением  соотношением:

  (4)

Константа С1 характеризует процесс 
перехода системы электронов из возбуж-
денного состояния в основное и примерно 
одинакова для многих веществ. Таким об-
разом, гетерогенность твердых растворов 
будет сказываться на ее электропроводно-
сти через энергию Гиббса G°.

Поскольку, как известно,
 G° = H – TS + PV,  (5)
где Н – энтальпия; Т – температура; S – эн-
тропия; V – объем, то при C = const из (5) 
следует, что

 ρ/ρ0 = β∙P/P0,  (6)

где P0 – атмосферное давление; β – не-
которая константа. Из (6) следует ли-
нейная зависимость удельного сопро-
тивления от давления. Действительно, 
как показано на рис. 1 для CaSO4, график 
относительного удельного сопротивле-
ния хорошо аппроксимируется линейной 
функцией [6].
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Рис. 1. Изменение удельного сопротивления 
CaSO4  под действием всестороннего 

давления [6]

Температурная зависимость электро-
проводности твердых растворов имеет 
сложную форму из-за температурной зави-
симости практически всех параметров, вхо-
дящих в выражение (4). Ситуация упроща-
ется, поскольку в реальных и практически 
важных случаях наблюдается, как правило, 
один тип проводимости. В случае электро-
литов выражение (4) дает:
 ρ = A/kT,  (7)
где А – некоторая константа. 

Формула (7) показывает гиперболи-
ческую зависимость электропроводности 
электролитических твердых растворов, 
аналогичную эмпирической зависимости 
[6]. В случае, когда твердые растворы пред-
ставляют собой диэлектрики или полупро-

водники, то в (4) следует положить концен-
трацию зарядов N, равной

где Q – энергия активации. Из формулы (4) 
тогда следует:

что соответствует классическим теориям.
На рис. 2 показана зависимость σ = 1/ρ 

в логарифмическом масштабе для измерен-
ных нами твердых растворов

Рис. 2. Зависимость logσ(T) от 1000/T для 
твердых электролитов: 

1 – K2SO4 + 3,8 mol % BaSO4; 2 – K2SO4 + 3,8 
mol % SrSO4; 3 – K2SO4 + 3,8 mol % CaSO4; 

4 – K2SO4 + 3,8 mol % MgSO4; 
5 – K2SO4 + Li2SO4:Li2CO3

В случае идеальных твердых растворов 

  (8)

где Xi – мольная концентрация i-й компо-
ненты, причем

Из (4) и (8) вытекает, что для сложной 
(гетерогенной) среды

. (9)

Из (9) следует, что без дополнительной 
информации о средних значениях содержа-
ния различных компонентов в твердом рас-
творе найти корреляционную связь между 

содержанием искомого компонента и ρр-ра 
практически невозможно. В случае, когда 
компонента X1 >> X2 >> ... >> Xn, то можно 
установить корреляционную связь между  
и концентрацией компонента X1 на основе 
выражения (4). 

В случае бинарного твердого раствора 
из (9) следует:

ρр-ра = X1ρ1 + X1ρ2. 
На рис. 3 в качестве примера показа-

на зависимость ρр-ра от соотношения ком-
понент в бинарной смеси Fe3O4–BaO, а на 
рис. 4 – для системы Fe3O4–BaO–BaSO4.
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Рис. 3. Зависимость ρр-ра от соотношения 
компонент в системе Fe3O4–BaO

Рис. 4. Зависимость ρр-ра от соотношения 
компонент в смеси Fe3O4–BaO–BaSO4

Перепишем уравнение (3) в виде

  (10)
где С = const.

Изменение радиуса зерна минерала при-
водит к изменению давления P на межфаз-
ной границе, описываемому уравнением 
Кельвина:

  (11)

где r – радиус зерна; σ – межфазное поверх-
ностное натяжение; ϑ – молярный объем 
зерна; P0 – давление над плоской поверхно-
стью; R – универсальная газовая постоянная.

Поскольку
  (12)
то (10), с учетом (11) и (12), примет вид

  (13)

Обозначая D = C/υP0, разлагая (13) в ряд 
и ограничиваясь первыми двумя членами, 
получим:

  (14)

где «критический радиус» R0 равен

Уравнение (14) можно переписать сле-
дующим образом:

  (15)

Таким образом, мы получили уравнение 
(15), описывающее зависимость электропро-
водности от размера зерна твердого раствора. 
Критический радиус R0, при котором электро-
проводность обращается в ноль, определяет-
ся поверхностным натяжением или поверх-
ностной энергией. В случае жидкостей эти 
две величины совпадают. В случае твердых 
тел – нет, и связь между ними дается уравне-
нием Шаттльворта и Херинга [7]:
  
где Ω – площадь поверхности твердого тела; 
ω – поверхностная энергия.

Для диэлектрической проницаемости, 
проводя аналогичные рассуждения, мы по-
лучаем уравнение подобное (15):

  (16)

Уравнения (15) и (16) хорошо описы-
вают экспериментально наблюдаемое по-
ведение диэлектрической проницаемости 
и электрической проводимости. 

Обобщенная зависимость электриче-
ских параметров кристаллов и твердых рас-
творов показана на рис. 5.

Рис. 5. Обобщенная зависимость 
электропроводности от размера зерна 

твердого раствора
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Уравнения (15) и (16) позволяют по экс-

периментальным данным определять по-
верхностное натяжение твердых растворов.

Экспериментальное определение по-
верхностного натяжения твердых тел за-
труднено тем, что их молекулы (атомы) 
лишены возможности свободно переме-
щаться. Исключение составляет пластиче-
ское течение металлов при температурах, 
близких к точке плавления [7]. Недавно 
нами предложено 3 метода эксперименталь-
ного определения поверхностного натяже-
ния твердых тел – диэлектриков и магнит-
ных материалов [8–10].

Выводы
Предложенная нами термодинамиче-

ская модель, как показано выше, позволяет 
прогнозировать поведение вновь синтези-
рованных твердых растворов в различных 
условиях и внешних воздействиях. Уравне-
ния (15) и (16) позволяют по эксперимен-
тальным данным определять поверхностное 
натяжение кристаллов и твердых раство-
ров. Поверхностные явления имеют место 
в любой гетерогенной системе, состоящей 
из двух или нескольких фаз. По существу 
весь материальный мир – гетерогенен. Как 
гомогенные можно рассматривать системы 
лишь в ограниченных объёмах простран-
ства. Поэтому роль поверхностных явлений 
в природных и технологических процессах 
чрезвычайно велика.
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