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В работе определяются и изучаются полутела обобщенных треугольных матриц. Полутелом называет-
ся алгебраическая структура с двумя бинарными операциями сложения и умножения, являющаяся группой 
по умножению и коммутативной полугруппой по сложению, причем умножение дистрибутивно относитель-
но сложения с обеих сторон. Приведены основные понятия теории полутел, а также важнейшие примеры по-
лутел обобщенных треугольных матриц. Более подробно рассмотрен частный случай матричных полутел – 
полутело верхних треугольных матриц n-го порядка с действительными коэффициентами. Сформулированы 
исходные свойства полутел обобщенных треугольных матриц. Представлен вид ядра матричного полутела, 
порожденного элементом 2. Получен критерий ограниченности полутела обобщенных треугольных матриц. 
Дана теорема о центре полутела обобщенных треугольных матриц. Как ее следствие получен критерий ком-
мутативности полутела обобщенных треугольных матриц.
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In the article semifi elds of generalized triangular matrices are defi ned and studied. Semifi eld is called an 
algebraic structure with two binary operations of addition and multiplication, which is a group under multiplication, 
and commutative semigroup under the addition, wherein the multiplication is distributive over the addition on both 
sides. The basic concepts of the theory of semifi elds, as well as important examples of semifi elds of generalized 
triangular matrices are given. The special case of matrix semifi elds is discussed in more detail. It is the semifi eld 
upper triangular matrices of n-th order with real coeffi cients. The initial properties of the semifi elds of generalized 
triangular matrices are formulated. The view of the kernel of the matrix semifi eld generated by the element 2 is 
represented. Criterion for the semifi eld of generalized triangular matrices to be limited is obtained. The theorem 
about the center of the semifi eld of generalized triangular matrices is given. As a corollary we obtain a criterion for 
the semifi eld of generalized triangular matrices to be commutative.
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Полутелом называется алгебраическая 
структура S с бинарными операциями сло-
жения (+) и умножения (·) такая, что S, · − 
группа, S, + − коммутативная полугруппа 
и умножение дистрибутивно относительно 
сложения с обеих сторон. Полутело с ком-
мутативным умножением называется полу-
полем. Основные понятия теории полутел 
можно найти в [1].

Кольцом разностей полутела S на-
зывается пара R, f, где R − кольцо 
и f : S → R − полукольцевой гомоморфизм, 
удовлетворяющий условию универсально-
сти: для любого гомоморфизма g: S → T, 
где T − кольцо, существует единственный 
кольцевой гомоморфизм h: R → T, такой, 

что h ◦f = g. Любое полутело S имеет кольцо 
разностей, однозначно определенное с точ-
ностью до изоморфизма над S. Заметим, 
что кольцо R = {0} − нулевое в том и только 
в том случае, когда полутело S − зероидное, 
то есть a + b = a для некоторых a, b  S [2].

Полутело с аддитивным сокращением 
a + c = b + c  a = b называется сократи-
мым полутелом. Кольцом разностей сокра-
тимого полутела S является кольцо R(S), со-
держащее S в качестве подполукольца, для 
которого R(S) = S − S (здесь f − тождествен-
ное вложение S в R(S)).

Конгруэнцией на полутеле S называется 
любое отношение эквивалентности  на S, 
согласованное с операциями: 

ab, cd  (a + c)(b + d), (ac)(bd) (a, b, c, d  S).

Ядром полутела называется класс еди-
ницы 1 произвольной конгруэнции на нем. 
Нетривиальное полутело называется огра-
ниченным, если оно как ядро порождается 
элементом 2 = 1 + 1.

Множество Con S всех ядер полутела S 
замкнуто относительно операций умноже-
ния и пересечения и образует полную моду-

лярную алгебраическую решетку, которая 
изоморфна решетке всех конгруэнций полу-
тела S по отношению включения.

Центром полутела S называется мно-
жество его элементов, коммутирующих 
с любым элементом из S. Легко видеть, 
что центр полутела S является подполу-
телом в S.
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Пусть J, ≤ – некоторое локально ко-

нечное упорядоченное множество, S – про-
извольное полутело и R, f – кольцо разно-
стей для S.

Определим матричное полутело TJ(S) 
следующим образом. Множество TJ(S) со-
стоит из всех таких обобщенных матриц 
A = (aij)J×J, что aij  R для любых i  j из 
J, aii  S при i  J и aij = 0, если неверно, что 
i  j. [3]

Сложение матриц производится поэле-
ментно. Для матриц (aij)J×J и (bij)J×J их произ-

ведение имеет вид (cij)J×J, где  

при i  j и cij = 0 в противном случае. При 
этом aiibik  S для k = i и aiibik = f(aii)bik  R 
для k > i.

Теорема 1. TJ(S), +,  – полутело, кото-
рое будет сократимым тогда и только тогда, 
когда S сократимо. 

Примеры.
1. Если J = {1 < 2 < … < n} – n-эле-

ментная цепь, то TJ(R+) = Vn(R+) – полутело 
верхних треугольных матриц размерности 
nn c действительными коэффициентами, 
все диагональные элементы которого поло-
жительны [4, 5].

Кольцо Mn(R+) всех верхних треуголь-
ных матриц n-го порядка с действительны-
ми элементами с обычными операциями 
сложения и умножения матриц является 
кольцом разностей сократимого полутела 
Vn(R

+).
2. TN(R+) – полутело бесконечных верх-

них треугольных матриц с действительны-
ми коэффициентами.

3. Если J – антицепь, то TJ(S) – полуте-
ло обобщенных диагональных матриц, изо-
морфное степени полутела S:TJ(S)  SJ.

Рассмотрим основные свойства полуте-
ла верхних треугольных матриц. 

Теорема 2. TJ(R+) = Vn(R+) – ограничен-
ное полутело.

Доказательство. Рассмотрим элемент

Покажем, что в главном ядре (2) содер-
жится любой элемент из полутела Vn(R+), то 
есть любая верхняя треугольная матрица вида

при ri > 0. Существует такое натуральное 

m, что  Имеем Am = 2m  (2) 

и A–m = 2m  (2). Тогда

и

A–m + (X – A–m) = X и X + (Am – X) = Am. 
Значит, A–m ≤ X ≤ Am и, по свойству по-

рядковой выпуклости ядер [1], любая ма-
трица X  Vn(R+) включена в ядро (2). По-
лучили, что Vn(R+) = (2) – ограниченное 
полутело. Теорема доказана.

На полуполе R+ существует ровно два 
ядра. Этими ядрами являются {1} и само 
R+. Действительно, рассмотрим произ-
вольное ядро K в R+, K ≠ {1}. Пусть a ≠ 1, 
a > 1, a  K. Возьмем c  R+. n  N такой, 
что a–n < c < an, при этом a–n, an  K. Тогда 
по свойству порядковой выпуклости ядер 
c  K. И поэтому R+  K и K = R+.

Значит, полуполе R+ имеет ровно два 
ядра: {1} и R+.

Предложение 1. На полутеле верхних 
треугольных матриц второго порядка V2(R+) 
существует ровно пять ядер.

Доказательство.
Имеем 

Его ядрами являются

Пусть K произвольное ядро на полутеле 
V2(R+). Покажем, что оно совпадает с одним 
из пяти указанных ядер.
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Пусть . Докажем, что 
тогда K = V2(R+).

Существует l  N al > 2.
Существует m  N (c′)m > 2.

Тогда 

Пусть  Тогда найдет-

ся n  N, для которого  и 
. Поэтому C–n < X < Cn  X  K, 

но Cn – X  V2(R+) и X – C–n  V2(R+). По-
скольку C–n, Cn  K, то по свойству по-
рядковой выпуклости ядер X  K. Значит, 
K = V2(R+).

K  K1.

Если 

где c ≠ 1 или c = 1  b ≠ 0. 
Если K  K3, но K ≠ K0 то K = K3.
Покажем, что вместо b могут быть любые 

действительные числа. Пусть даны матрицы

    
И пусть 

 
и 

 
и 

Если K  K3  b = 0, то K = K0.
Если K ≠ K0, то K = K1.

Пусть . Пока-

жем, что вместо с будет любое положитель-
ное действительное число. То есть r  R+, 
α + β = 1, то x < r < y и 

Существует 
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 Значит, возводя A–1 и A в степень, мы полу-

чим любые матрицы вида  То есть 

Случай K  K2 вполне аналогичен слу-
чаю K  K1. К найденным ранее четырем 
ядрам добавляется еще одно – K2. Предло-
жение доказано.

Для ограниченного полутела S су-
ществует естественная связь между 
его ядрами K и идеалами I кольца раз-
ностей Mn(R+):

Обозначим через An множество пар (i, j) 
по всем натуральным числам 1  i  j  n. 
Множество An имеет (n2 +n )/2 элементов. 
Каждому идеалу I кольца Mn(R

+) сопостав-
ляется вполне определенное подмножество 
A(I) в An, задающее общий вид матриц из I: 
если (i, j)  A(I), то элемент aij матриц из I 
может принимать любое числовое значе-
ние; если же (i, j)  A(I), то aij = 0 для всех 
матриц из I. Множество A(I) назовем конфи-
гурацией идеала I. Например, A(Mn 

+)) = An, 
конфигурацией нулевого идеала является 
пустое множество, а одноэлементное мно-
жество {(1, n)} служит конфигурацией наи-
меньшего ненулевого идеала кольца Mn(R+).

Решетка идеалов кольца Mn(R+) изо-
морфна решетке конфигураций A(I). Решет-
ка Con Vn(R+) изоморфна решетке конфигу-
раций множества An.

Предложение 2. Mn(R+) – кольцо разно-
стей полутела Vn(R+).

Доказательство. Пусть n – натуральное 
число и Mn(R

+) – кольцо всех верхних тре-
угольных матриц n-го порядка с действи-
тельными элементами, рассматриваемое 
с обычными операциями сложения и ум-
ножения матриц. Тогда Vn(R

+) есть множе-
ство всех матриц из Mn с положительными 
элементами на главной диагонали. Кольцо 
Mn(R+) = Vn(R+) – Vn(R+) является кольцом 
разностей полутела Vn(R

+). Любой элемент 
из кольца Mn(R

+) может быть представлен 
в виде разности элементов полутела Vn(R+). 
Элементы кольца разностей – любые дей-
ствительные числа, которые могут быть 
получены из элементов полутела Vn(R

+), пу-
тем вычитания.

При n = 1 имеем M1(R+) = R – это поле 
действительных чисел, а V1(R+) = R+– по-

луполе положительных действительных 
чисел. При n ³ 2 полутело Vn(R+) неком-
мутативно.

Теорема 3. Для любого натурального 
числа n все ядра полутела Vn(R+) главные, 
решетка Con Vn(R+) дистрибутивна, имеет 
единственный атом и число ее элементов 
равно (n + 1)-му числу Каталана.

Доказательство. Нам понадобятся так 
называемые числа Каталана [1]. Если n – 
неотрицательное целое число, то n-е число 
Каталана Cn находится как число сочетаний 
из 2n по n, деленное на n + 1: 

Cn = 2n(2n – 1)…(n + 2)/n!.
Для доказательства этого утверждения 

можно рассмотреть и подсчитать идеалы 
кольца Mn(R+), соответствующие ядрам по-
лутела Vn(R+). Для первых значений n = 1, 
2, 3, 4 утверждение проверено в [5]. Индук-
цией по порядку n матриц устанавливается, 
что кольцо Mn(R

+) имеет ровно Cn+1 идеалов. 
Поле R = M1 имеет 2 = C2 идеала. Предпо-
лагаем, что утверждение доказано для всех 
натуральных чисел m < n. Далее, опира-
ясь на индуктивное предположение, вид 
конфигураций и рекуррентную формулу 
Сn = С0Сn–1 + С1Сn–2 + … + Сn–1С0, подсчиты-
вается общее число идеалов кольца Mn(R

+) 
(n ≥ 2).

Заметим, что если полутело S имеет 
только конечное число ядер, то решетка 
Con S дистрибутивна [1]. На любом полу-
теле S следующее бинарное отношение: 
a  b  a = b или с  S a + c = b, ‒ являет-
ся отношением порядка, превращающим S 
в упорядоченное полутело.

Предложение 3. В полутеле TJ(S) ядро, 
порожденное элементом 2, имеет вид 

(2) = {(aij)  TJ(S): n  N i  J 2–n  aii  2n}.
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Теорема 4. Полутело TJ(S) является 

ограниченным тогда и только тогда, когда S 
ограничено и J конечно.

Теорема 5. Для любого сократимого по-
лутела S центр матричного полутела TJ(S) 
совпадает с множеством диагональных ма-
триц (aij) с равными элементами aii, принад-
лежащими центру полутела S.

Предложение 4. Полутело TJ(S) являет-
ся полуполем тогда и только тогда, когда S – 
полуполе и J – антицепь.
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