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Пусть X  произвольное топологическое пространство и P  множество положительных действитель-
ных чисел. Множество всех положительных функций на X с поточечными операциями сложения и умно-
жения функций образует полуполе U(X). Подалгеброй A полуполя U(X) называется произвольное его под-
множество, такое, что A  A  A, A + A  A и P  A  A. Обозначим через A(U(X)) решетку всех подалгебр 
полуполя U(X) относительно отношения . Говорят, что компакт X определяется решеткой A(U(X)), если для 
любого компакта Y изоморфизм решеток A(U(X)) и A(U(Y)) влечет гомеоморфизм пространств X и Y. В 1997 
году Е.М. Вечтомов доказал определяемость произвольного компакта X решеткой всех подалгебр кольца 
C(X) всех непрерывных действительнозначных функций. В настоящей работе мы продолжили исследование 
проблемы определяемости произвольного компакта X, но уже решеткой подалгебр полуполя U(X). Основ-
ным результатом работы является доказательство определяемости любого конечного компакта X решеткой 
A(U(X)). Применяется оригинальная техника однопорожденных подалгебр.
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Let X be a topological space and let P be the set of all positive real numbers. The set of all continuous positive 
functions on X with pointwise operations of addition and multiplication of functions generates the semifi eld U(X). 
Subalgebra A in the semifi eld U(X) is its an arbitrary subset such that A  A  A, A + A  A and P  A  A. Denote 
by A(U(X)) the lattice of all subalgebras of the semifi eld U(X) with respect to the inclusion relation . It is said that 
a compact X is defi ned by the lattice A(U(X)) if for any compact Y the fact that lattices A(U(X)) and A(U(Y)) are 
isomorphic implies the fact that spaces X and Y are homeomorphic. In 1997 E. M. Vechtomov proved the defi nability 
of any compact X by the lattice of all subalgebras of the ring C(X) of all continuous real-valued functions. In this 
work we continue investigation the problem of defi nability of any compact X, but there compact X is defi ned by 
the lattice of subalgebras of the semifi eld U(X). The main achievement of the paper is the proof of the fact that any 
compact X is determined by the lattice A(U(X)). An original technique of unigenerated subalgebras is applied.
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Приведем исходные для нас определе-
ния и обозначения.

Полукольцом называется алгебра 
S, +, , 0, 1, такая, что S, +, 0  коммута-
тивный моноид, S, , 1  моноид, умноже-
ние дистрибутивно относительно сложения 
с обеих сторон и тождественно x0 = 0x = 0. 
Полукольцо с делением с ненулевой едини-
цей 1, не являющееся кольцом, называется 
полутелом. В любом полутеле S сумма не-
нулевых элементов отлична от 0, поэтому S\
{0} c теми же операциями сложения и ум-
ножения образует алгебру, которую также 
будем называть полутелом. Полуполе  это 
коммутативное полутело.

Пусть X  топологическое простран-
ство, P (R+)  множество положительных 
(неотрицательных) действительных чисел 
с обычной топологией, U(X)  полуполе 
непрерывных функций из X в P с поточеч-
ными операциями сложения и умножения. 
Непустое множество A  U(X) будем назы-
вать подалгеброй, если A  A  A, A + A  A 
и P  A  A. Простейшими примерами по-
далгебр служат подалгебра констант P, по-

далгебра AY = {f  U(X): f |Y  константа}, 
где Y  X. В частности, AX = P.

Обозначим через A(U(X)) решетку всех 
подалгебр полуполя U(X) с добавленным 
пустым множеством («пустой» подалге-
брой) относительно включения  (символ 
 в работе означает строгое включение), 
а через A1(U(X)) ее подрешетку, состоящую 
из всех подалгебр с единицей. Решеточными 
операциями в A(U(X)) служат A  B = A  B 
и A  B = A + B + AB, где AB = {конечная 
сумма  figi: fi  A, gi  B}. Наименьшую по-
далгебру A  U(X), содержащую функцию f, 
назовем однопорожденной и обозначим f . 
Она состоит из всевозможных многочленов 
от f без свободных членов с коэффициента-
ми из R+. Подалгебру [f] = f P c единицей 
также будем называть однопорожденной.

В 1997 г. Е.М. Вечтомов [1] доказал, что 
для произвольных компактов (компактных 
хаусдорфовых пространств) X и Y изоморф-
ность решеток A(U(X)) и A(U(Y)) подалгебр 
колец C(X) и C(Y) непрерывных действи-
тельнозначных функций равносильна го-
меоморфности пространств X и Y. Им же 
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в совместной с В. В. Сидоровым статье [2] 
была установлена справедливость анало-
гичного результата для полуколец непре-
рывных функций.

В связи с развитием теории полуполей 
непрерывных функций возникла 

Гипотеза. Для произвольных компактов 
X и Y решетки A(U(X)) и A(U(Y)) изоморф-
ны тогда и только тогда, когда простран-
ства X и Y гомеоморфны.

В данной статье мы установим спра-
ведливость этой гипотезы в случае конеч-
ных компактов, а именно докажем следую-
щую теорему.

Теорема. Пусть X и Y  произвольные 
компакты.

1. Если решетки A(U(X)) и A(U(Y)) изо-
морфны, то пространства X и Y конечны 
или бесконечны одновременно.

2. Для произвольных конечных компак-
тов (дискретных топологических про-
странств) X и Y изоморфизм решеток 
A(U(X)) и A(U(Y)) влечет гомеоморфизм X 
и Y, то есть пространства X и Y содержат 
одно и то же число точек.

Отметим, что справедливость гипотезы 
для бесконечных компактов пока не уста-
новлена.

Приступим к доказательству теоремы. 
На X пока не накладывается никаких огра-
ничений.

Лемма 1. Подалгебра A минимальна 
в U(X)  A = P.

Доказательство. Ясно, что подалгебра 
P  минимальная. Пусть A  произвольная 
минимальная подалгебра. Выберем fA 
и рассмотрим подалгебру f 2  A. Тогда 
А = f 2 в силу минимальности А. Следо-
вательно, f = f 2g для некоторой функции 
g  R+ [f]. Откуда fg = 1  A, то есть P  A. 
В силу минимальности A это означает, что 
A = P. Лемма доказана.

Будем говорить, что в решетке имеет-
ся решеточная характеризация некоторо-
го свойства, если данное свойство можно 
описать в терминах этой решетки. Важно, 
что при изоморфизмах решетки свойства, 
имеющие в ней решеточную характериза-
цию, сохраняются. Например, лемма 1 по-
зволяет утверждать, что в А(U(X)) имеется 
решеточная характеризация подалгебры 
констант P.

Непосредственным следствием правила 
знаков Декарта (см. [4, c. 249]) является

Лемма 2. Для произвольной функции 
fU(X), |Im f |  3, и показателя k  N (при 
k = 1 достаточно |Im f |  2) имеем: f k = a
0 + a1f + … + anf n  ak = 1 и ai = 0 при i  k.

Выясним, когда равны однопорожден-
ные подалгебры.

Лемма 3. Для произвольных функций f, 
g  U(X), |Im f |  3, |Im g |  3, имеем:

f = g  [f] = [g]  f и g пропорцио-
нальны.

Доказательство. Очевидно, пропорци-
ональность функций f и g из U(X) влечет ра-
венства f = g и [f] = [g] соответствующих 
им однопорожденных подалгебр.

Пусть |Im f |  3, |Im g |  3 и [f] = [g]. 
Равенство подалгебр означает, что f = q(g) 
и g = p(f) для некоторых многочленов 
q  R+ [g] и p  R+ [f]. Поэтому f = q(p(f)). 
Если многочлены q и p не мономы первой 
степени, то многочлен q(p(f)) также не моном 
первой степени. Поэтому по лемме 2 равен-
ство f = q(p(f)) противоречит |Im f |  3. Значит, 
q и p  мономы первой степени, что и означа-
ет пропорциональность функций f и g.

Пропорциональность функций f и g в слу-
чае, когда f = g, доказывается аналогично.

Замечание 1. Несложно показать, что 
для пропорциональных функций f, g  U(X), 
|Im f |  2, |Im g |  2, равенство f = g равно-
сильно пропорциональности функций f и g.

Замечание 2. Пусть Im f = {r1,…, rn}, 
где r1 > … > rn > 0. Тогда открыто-замкну-
тые множества Xi = f–1(ri) образуют разби-
ение X, и любая функция g  [f]\P являет-
ся константой на каждом Xi, причем если 
g(Xi) = {ti}, то t1 > … > tn > 0. Используем 
это наблюдение следующим образом: функ-
ции, отличные от констант и задающие по-
далгебры из [f], иногда будем записывать 
n-ками своих значений, упорядоченными 
так же, как значения функции f, причем 
нормированными, то есть наибольшие зна-
чения, которые функции принимают на X1, 
считать равными единице. Например, если 
f = 2 на X1 и f = 1 на X\X1, то [f] = [(1, 1/2)], 
[f + 1] = [(1, 2/3)].

Обозначим через Af подрешетку решет-
ки A1(U(X)), образованную всеми подалге-
брами с единицей, включенными в [f].

Предложение 1. Для произвольной 
функции f  U(X) верны следующие ут-
верждения:

1) f  P  Af = {P};
2) Im f = {r1, r2}, r1 > r2 > 0  Af  двух-

элементная цепь P  [f];
3) |Im f |  3  Af  бесконечная решетка.
Доказательство. Утверждение (1), 

очевидно, верно. Пусть Im f = {r1, r2}, 
r1 > r2 > 0. Докажем, что [g] = [f] для произ-
вольной функции g  [f]\P. Для этого доста-
точно установить включение [f]  [g]. Не 
ограничивая общности, можно считать, что 
g = (1, a) и f = (1, b), где 1 > a > 0, 1 > b > 0. 
Если a = b, то [f] = [g]. Пусть a > b. Выбе-
рем n  N так, чтобы an  b. Тогда 

(a – an)f = (b – an)g + (a – b)gn.
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Откуда [f]  [g].
Случай a < b сводится к предыду-

щему. Для этого выберем число r > 0 
так, чтобы у нормированной функции 
(g + r)/(1 + r) = (1, c) значение c было 
больше b (с ростом r число с стремится 
к 1). Тогда, как было установлено ранее, 
[f]  [g + r]. Следовательно, [f]  [g], так 
как [g]  [g + r].

Получается, что все подалгебры из [f], 
отличные от P, совпадают с [f]. Значит, 
Af  двухэлементная цепь P  [f].

Наконец, если |Im f |  3, то по лемме 
3 включение [f n]  [f 2n] строгое для всех 
nN, а потому число элементов решетки Af 
бесконечно. Предложение доказано.

Элемент A решетки называется -нераз-
ложимым, если из того, что A = BC для 
некоторых элементов B и C этой решетки, 
следует A = B или A = C.

Следствие 1. Если решетка Af конечна, 
то все ее элементы являются однопорож-
денными -неразложимыми подалгебрами.

Предложение 2. Однопорожденные по-
далгебры решеток A(U(X)) и A1(U(X))  это 
в точности -неразложимые компактные 
их элементы.

Доказательство. Компактность однопо-
рожденных подалгебр очевидна. Докажем их 
-неразложимость. Предположим, напротив, 
имеется однопорожденная подалгебра [f ], 
которая -неразложима, то есть [f ] = A  B 
для некоторых подалгебр A, B  [f ]. Функ-
ция f как элемент подалгебры A  B име-
ет вид f = p1(f)q1(f) + … + pm(f)qm(f) = p(f), 
где pi  A  R+ [f], qiB  R+ [f]  многоч-
лены, отличные от мономов первой степе-
ни, так как иначе A = [f ] или B = [f ]. Поэ-
тому deg p  2. Таким образом, по лемме 3 
равенство f = p(f) влечет |Im f |  2. Соглас-
но предложению 1 это означает конечность 
решетки Af, что невозможно ввиду след-
ствия 1 и нашего предположения о -не-
разложимости подалгебры [f ].

-неразложимость подалгебры f  дока-
зывается аналогично.

Для завершения доказательства оста-
лось заметить, что в решетках A(U(X)) 
и A1(U(X)) компактность подалгебры рав-
носильна ее конечнопорожденности, и если 
любая система образующих конечнопорож-
денной подалгебры содержит больше одно-
го элемента, то такая подалгебра -разло-
жима. Предложение доказано.

Следующая лемма является аналогом 
теоремы Стоуна Вейерштрасса для по-
луполей непрерывных положительных 
функций.

Лемма 4. Пусть X  компакт и A  по-
далгебра U(X), для которой выполняются 
следующие условия:

1) 1  A;
2) 1- fA для любой f  A, f < 1; 
3) для любой пары точек x  y  X най-

дется функция f  A, что f(x)  f(y). 
Тогда подалгебра А всюду плотна в U(X) 

относительно супремум-нормы.
Доказательство. Следует из централь-

ной теоремы работы [3].
Предложение 3. Пусть X  компакт 

и подалгебра A  максимальная среди соб-
ственных подалгебр U(X), для которых вы-
полняются следующие условия:

1) P  A;
2) для любых подалгебр f   A 

и g   U(X) из f   (f   g )  A следу-
ет g   A.

Тогда A всюду плотна в U(X) (относи-
тельно супремум-нормы) или A = A{x, y} для 
некоторых x, y  X.

Доказательство. Пусть для подалгебры 
A выполняются условия (1) и (2). Докажем, 
что тогда выполняются условия (1) и (2) 
леммы 4. 

Справедливость (1) очевидна. Уста-
новим (2). Если fA  константа и f < 1, 
то 1 – f  P  A. Допустим, f  P. Тог-
да f   (f   1 – f )  A, так как 
1 = f + (1 – f)(f   1 – f )  A. Следова-
тельно, 1 – f A по условию (2). 

Таким образом, если для подалгебры 
A выполняются условия (1) и (2) и усло-
вие (3) леммы 4, то она всюду плотна в U(X) 
по лемме 4. Если же условие (3) леммы 4 не 
выполняется, то A  A{x, y} для некоторой 
пары точек x, y  X. В силу максимальности 
подалгебры A среди подалгебр со свойства-
ми (1) и (2) для завершения доказательства 
остается показать, что условия (1) и (2) вы-
полняются для подалгебры A{x, y}.

Первое, очевидно, верно. Пусть по-
далгебры f   A{x, y} и g   U(X) тако-
вы, что f   (f   g )  A{x, y}. Если, 
скажем, g(x) > g(y), то h(x) > h(y) для лю-
бой функции h из (f   g )\f . Поэтому 
f  = (f   g )  A{x, y}. Противоречие. Зна-
чит, g  A{x, y}.

Лемма 5. В полуполе U(X), где X конеч-
но, всюду плотные подалгебры совпадают 
с U(X).

Доказательство. Пусть подалгебра A 
всюду плотна в U(X). Тогда для любой точ-
ки x  X найдется функция ex  A, принима-
ющая в точке x значение 1, а в остальных 
точках строго меньшие значения. Остается 
воспользоваться леммой из статьи [5].

Доказательство основной теоремы 
теперь получается из предложения 3 и лем-
мы 5. Достаточно заметить, что число по-
далгебр вида A{x, y} в полуполе U(X) конечно 
тогда и только тогда, когда само X конечно, 
и равно n(n – 1)/2, если |X| = n.
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