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В данной работе приводятся результаты математического и численного моделирования напряженно-де-
формированного состояния (НДС) зубочелюстной системы (ЗЧС), включающей мягкие и костные ткани че-
люсти, а также восстановленный с помощью шинирующего дугового протеза зубной ряд. Основной целью 
такого исследования является построение методологии определения индивидуальной оптимальной формы 
одного из элементов дугового протеза – подкладочного слоя. Здесь под оптимальной формой подкладочного 
слоя понимается то рациональное распределение его толщины, которое позволяет минимизировать негатив-
ное влияние вертикальной нагрузки на ткани протезного ложа. Предлагается одна математическая модель 
такой задачи оптимизации формы подкладочного слоя. Эта модель относится к классу многокритериальных 
задач оптимизации области. В ней оптимизируемые критерии характеризуют как величины напряжений, 
так и равномерность их распределения на контактной границе «подкладка – мягкие ткани». Обсуждаются 
некоторые подходы к построению конструктивных методов решения исследуемой оптимизационной задачи. 
В частности, предлагается один численный алгоритм приближенного решения этой задачи, существенно 
учитывающий ее специфику. Этот алгоритм основан на использовании линейной выпуклой комбинации оп-
тимизируемых критериев и применении специальных вариаций границы подкладочного слоя. Приводятся 
результаты вычислительных экспериментов с использованием реальных данных.
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The paper presents results of mathematical and numerical simulation of the stress-strain state of a dental system 
consisting of soft and bone tissue of a jaw, as well as dentition restored by the strut arc prosthesis. The main purpose 
of this study is to construct a methodology for determining the individual optimal forms of an element of the arc 
prosthesis, namely, of an underlayment. Here, the optimal form of the underlayment is understood as the rational 
distribution of its thickness, which allows to minimize the negative infl uence of the vertical load on the tissues 
of the prosthetic bed. The mathematical model of such problem of underlayment form optimization is suggested. 
This model belongs to a class of multicriteria problem of domain optimization. Here the criteria characterize stress 
values and uniformness of their distribution at a contact boundary “lining – soft tissues”. Some approaches to 
development of constructive methods of solving the problem are discussed. In particular, one numerical algorithm 
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Во многих клинических случаях у па-
циентов с заболеваниями пародонта врачу- 
ортопеду приходится проводить планиро-
вание конструкции зубных протезов таким 
образом, чтобы не только восполнить уже 
отсутствующие зубы, но и провести шини-
рование сохранившихся элементов зубного 
ряда. Актуальной проблемой, возникающей 
при практической реализации такого подхо-
да, является уменьшение негативного воз-
действия на ткани протезного ложа жева-
тельной нагрузки и увеличение жизненного 
цикла протеза. Одним из способов решения 

этой проблемы является использование 
мягких подкладок между базисом протеза 
и подлежащей слизистой оболочкой [1].

1. Математическая модель 
и напряженно-деформированное 

состояние системы 
«зубы-протез-челюсть»

ЗЧС может рассматриваться как не-
однородная конструкция, подверженная 
воздействию заданной внешней статиче-
ской нагрузки. Эта конструкция представ-
ляет собой объединение конечного числа
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упругих однородных сегментов, облада-
ющих различными механическими свой-
ствами. При этом можно считать, что часть 
внешней границы конструкции жестко за-
креплена, а к другой ее части прикладыва-
ется нагрузка. В этих условиях примене-
ние математического аппарата механики 
сплошной среды позволяет описать распре-
деление напряжений и деформаций в сег-
ментах указанной конструкции с помощью 
решения краевой задачи для системы диф-
ференциальных уравнений [2, 3].

В исследуемой ситуации особый ин-
терес представляет распределение напря-

жений и деформаций, возникающих на 
контактных границах сегмента, соответ-
ствующего подкладочному слою. Посколь-
ку воздействие жевательной нагрузки на 
слизистую оболочку протезного ложа опре-
деляется в основном значениями напряже-
ний и деформаций в несущем (фронталь-
ном) сечении протеза и подкладочного слоя, 
то здесь можно ограничиться рассмотрени-
ем плоской неоднородной упругопластиче-
ской задачи. Решение этой задачи позволяет 
провести требуемый анализ распределения 
напряжений и деформаций на контактной 
границе сегмента подкладочного слоя.

Рис. 1. Геометрическая модель фрагмента плоского сечения ЗЧС. 
Сегменты различных тканей ЗЧС и дугового протеза.

На рис. 1 представлена геометрическая 
модель фронтального (плоского) сечения 
фрагмента ЗЧС, построенная на основе 
рентгенограммы конкретного пациента. На 
рис. 1, 2, 3 серым цветом отображены сег-
менты твердых тканей зуба; розовым – сег-
менты слизистой оболочки; оранжевым – 
сегменты периодонта; красным – сегменты 
губчатой кости; светло-голубым – сегмент 
седловидной части дугового протеза (далее, 
для краткости, просто – протеза); желтым – 
сегмент подкладочного слоя.

Механические свойства всех образую-
щих рассматриваемую неоднородную кон-
струкцию однородных сегментов описыва-
ются двумя параметрами – модулем Юнга 
(μ) и коэффициентом Пуассона (v). Значе-
ния этих параметров для различных тканей 
и материалов индивидуальны. Здесь губ-
чатая кость рассматривается как однород-
ный материал, т.е. считается, что в ней рас-
стояния между включениями во много раз 
больше размеров этих включений. Значения 
модуля Юнга и коэффициента Пуассона для 
различных тканей ЗЧС и материалов приве-
дены в табл.  1. Часть этих данных взята из 
[3, 4, 5, 10], остальные данные были полу-
чены опытным путем. Так, значения упру-
гих параметров пластмассы горячей поли-
меризации Vertex (материал седловидной 
части протеза) и материала подкладочного 

слоя (Mucopren Sof) были получены в ре-
зультате испытаний по сертифицированной 
методике образцов этих материалов на уни-
версальной испытательной машине Zwick 
Z2.5 в Институте машиноведения Ураль-
ского Отделения РАН.

Таблица 1
 Значения модуля Юнга и коэффициента 
Пуассона для различных тканей ЗЧС 

и материалов

Материал μ (Па) v

Твердые ткани зуба (ден-
тин, эмаль) 2500000000 0,31

Периодонт 5800000 0,35
Слизистая оболочка 
(прикрепленная) 5000000 0,5

Губчатая кость (при нор-
мальной относительной 
плотности)

6890000 0,35

Компактная костная 
ткань 15000000000 0,3

Vertex (седловидная 
часть дугового протеза) 2850000000 0,39

Mucopren Soft (подкла-
дочный слой) 4830000 0,45
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Рис. 2. Моделирование проволочной шины (ломаная линия фиолетового цвета)

Рис. 3. Фрагмент модели плоского сечения ЗЧС. 
Моделирование функциональной 

статической нагрузки

Моделирование шин различных типов 
в рамках плоской геометрической модели 
плоского сечения фрагмента ЗЧС осущест-
вляется путем создания контактных точек 
(отрезков) контуров соседних сегментов твер-
дых тканей зубов и сегмента протеза. В част-
ности, шинирование зубного ряда с помощью 
проволочной шины в геометрической модели 
ЗЧС описывается набором контактных точек 
у границ сегментов, соответствующих соеди-
ненным шиной зубам и протезу (см. рис. 2). 
При этом замкнутые ломаные, определяющие 
границы плоских сечений любой пары со-
седних зубов и пары зуб-протез, имеют одну 
общую точку. На рис. 2 маркерами фиолето-
вого цвета указаны контактные точки элемен-
тов зубного ряда, объединенных с помощью 
шины. Далее считается, что в этих точках от-
сутствуют относительные сдвиги контактиру-
ющих сегментов.

Функциональная жевательная нагруз-
ка, прилагаемая через зубы и протез, пере-
дается через периодонт на губчатую кость 
и через подкладочный слой на слизистую 
оболочку протезного ложа. Такое воздей-
ствие на зубы и протез моделируется с по-

мощью внешней статической нагрузки, зада-
ваемой набором внешних сил, приложенным 
к внешней части контуров сегментов твер-
дых тканей зубов и сегмента протеза. Для 
каждой силы указывается направление, 
серединная точка элементарной площадки 
приложения, величина силы и длина эле-
ментарной площадки приложения силы (см. 
рис. 3). При этом предполагается, что на 
внешнем контуре сегмента губчатой кости 
(на рис. 1–3 отображена темно-синим цве-
том) отсутствуют какие-либо смещения – эта 
граница жестко закреплена, а на контактных 
границах смежных сегментов отсутствуют 
относительные сдвиги. Эти данные позво-
ляют однозначно задать граничные условия 
для системы дифференциальных уравнений, 
решение которой описывает НДС плоского 
сечения исследуемого фрагмента ЗЧС [2].

2. Задача оптимизации формы 
подкладочного слоя. Методы решения
Содержательно задача оптимизации 

формы подкладочного слоя заключается 
в следующем. Фиксируются вариант ши-
нирования зубного ряда, форма седловид-
ной части протеза, жевательная нагрузка на 
зубы и протез, значения упругих параме-
тров материала подкладочного слоя. Требу-
ется определить форму подкладочного слоя 
(распределение его толщины), для которой 
напряжения, возникающие на контактной 
границе «подкладка-слизистая», будут, во-
первых, минимальны и, во-вторых, наибо-
лее равномерно распределены на этой кон-
тактной границе. Существует мнение [7], 
что выполнение этих требований позволяет 
значительно уменьшить негативное влия-
ние вертикальной нагрузки на слизистую 
оболочку протезного ложа.

Сформулируем математическую по-
становку этой оптимизационной задачи. 
Зафиксируем геометрическую форму одно-
родных упругих сегментов (твердые ткани 
зубов, периодонт, слизистая, губчатая кость, 
седловидная часть протеза), образующих 
неоднородную конструкцию. С помощью 
заранее определенного набора контактных 
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точек для контуров сегментов смежных 
зубов и протеза зафиксируем способ ши-
нирования зубного ряда. Зададим на части 
внешней границы сегментов зубов и про-

теза напряжения моделирующие один из 
возможных вариантов воздействия жева-
тельной нагрузки на восстановленный с по-
мощью такого протеза зубной ряд.

Рис. 4. Несущее плоское сечение седловидной части дугового протеза

Рассмотрим сегмент ω(γ, Γ) плоского 
сечения седловидной части протеза (рис. 4), 
где через γ и Γ обозначены контактная гра-
ница этого сегмента с сегментом слизистой 
оболочки и его внешняя граница соответ-
ственно. На контуре γ зададим натуральный 
параметр s  [0, L(γ)], где L(γ) – длина кон-
тура γ. На отрезке [0, L(γ)] определим неко-
торую гладкую функцию h*(s). Для каждого 
s  [0, L(γ)] значение этой функции h*(s) 
полагается равным длине отрезка, располо-
женного на внутренней к ω(γ, Γ) нормали 
n(s) к контуру γ в точке s (см. рис. 4). Такая 
функция h*(s) в свою очередь определяет 
некоторый гладкий контур γ*, который со-
вместно с γ ограничивает дополнительный 
сегмент ω(γ, γ*), соответствующий под-
кладочному слою. Здесь контур γ* опре-
деляет форму этого подкладочного слоя, 
где функция h*(s) s  [0, L(γ)] описывает 
распределение его толщины. Зафиксируем 
контуры γ, Γ и положительную величину 
P < mes(ω(γ, Γ)), где mes(ω(γ, Γ)) – площадь 
сегмента ω(γ, Γ). Зададим в точках контура 
Γ напряжения f, значения которых определя-
ются внешней статической нагрузкой. Задача 
оптимизации заключается в определении та-
кой гладкой функции h*(s), s  [0, L(γ)], для 
которой выполняются следующие условия:

      I)  (1)

где mes(ω(γ, Γ)) – площадь сегмента ω(γ, γ*);
II) При замене части сегмента ω(γ, Γ) 

дополнительным сегментом ω(γ, γ*) обеспе-

чивается одновременное достижение мини-
мальных значений следующих критериев:

  (2)

II)  (3)

Здесь значение критерия V(h*) опре-
деляет среднее значение напряжения f на 
контактной границе γ, а значение критерия 
G(h*) – среднее значение разброса значе-
ний напряжений на этой границе. При не-
которых достаточно адекватных реально-
сти предположениях относительно свойств 
контура γ одновременная минимизация 
критериев (2) и (3) позволяет совместно ми-
нимизировать и напряжения, и добиваться 
наиболее равномерного распределения их 
значений на γ – контактной границе «под-
кладка-слизистая». При этом условие (1) 
накладывает ограничение на площадь до-
пустимого плоского сечения прокладочного 
слоя, т.е. ограничение на объем материала 
этого слоя. Отсутствие этого ограничения 
приводит либо к полной замене материа-
ла седловидной части протеза материалом 
подкладочного слоя, либо к возникновению 
недопустимой подвижности седловидной 
части протеза.

С точки зрения математической, задача 
(I, II) относится к классу многокритериаль-
ных задач оптимизации конструкций. Как 
правило, в многокритериальных задачах 
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удается найти лишь некоторое компромисс-
ное решение, например, оптимальное по 
Парето решение [8].

Один из подходов к решению многокри-
териальной задачи заключается в перехо-
де от такой оптимизационной задачи (I, II) 
к задаче минимизации при ограничении (1) 
одного критерия

      III)  (4)
где α  [0, 1] – числовой параметр, опре-
деляющий приоритеты при минимизации 
критериев (2) и (3) – чем ближе значение па-
раметра α к нулю, тем больший приоритет 
отдается достижению наиболее равномерно-
го распределения напряжений на контактной 
границе «подкладка-слизистая», чем ближе 
к единице – минимизации среднего значения 
напряжений на этой границе. При α = 0,5 
формируются в некотором смысле паритет-

ные условия для одновременной минимиза-
ции обоих критериев (2) и (3).

Так как форма конструкции (подкладоч-
ного слоя) описывается функцией h*(s), то 
для минимизации критерия (4) могут быть 
использованы методы, изложенные в [9]. 
Кроме того, здесь для минимизации крите-
рия (4) могут быть применены и подходы, 
основанные на использовании специальных 
вариаций (изменений) оптимизируемой 
границы γ* [10]. Последовательное приме-
нение этих вариаций позволяет построить 
близкий к оптимальному контур γ* (функ-
цию h*(s), описывающую оптимальное рас-
пределение толщины подкладочного слоя). 
На этом контуре (функции) при подходя-
щем выборе значения параметра α дости-
гается практически минимальное значение 
критерия (4). В данном случае упомянутые 
вариации границы γ* достаточно просто 
могут быть построены аналитически:

  (5),

где n(s) – единичный вектор внутрен-
ней к ω(γ, Γ) нормали к контуру γ в точке 
s  [0, L(γ)] (см. рис. 5); ε – масштабиру-
ющий коэффициент вариации. Здесь изо-
периметрическое ограничение (1) при ва-
риации (5) выполняется в силу очевидного 
равенства

Здесь сходимость последовательности 
контуров, приближающей оптимальный 
контур γ*, обеспечивается за счет последо-
вательного уменьшения значений масшта-
бирующего коэффициента ε вариации (5).

3. Результаты численного 
моделирования. Анализ результатов
Вычислительные эксперименты про-

водились с помощью специализиро-
ванного программного обеспечения 
«НДС-ОПТИМА» (Свидетельство о госу-
дарственной регистрации программы для 
ЭВМ № 2011613416 от 29.04.2011) [2].

Для построения геометрической модели 
фронтального сечения фрагмента ЗЧС (см. 
рис. 1, 2) использовалась рентгенограмма ре-
ального пациента. Предполагалось, что все 
зубы ряда шинируются с помощью шины из 

проволоки флекс. При этом рассматривались 
несколько возможных вариантов направле-
ний и точек приложения внешних сил. Эти 
варианты обусловливаются особенностями 
механизмов функционирования зубочелюст-
ной системы. На рис. 3 представлен один из 
возможных вариантов воздействия внешней 
нагрузки в виде набора векторов внешних 
сил. Здесь для каждого вектора указаны па-
раметры соответствующей силы – величина 
силы и длина элементарной площадки ее 
приложения.

Результаты численного решения описан-
ной выше оптимизационной задачи позволя-
ют сделать следующий вывод. Использова-
ние подкладочного слоя и конструирование 
формы его плоского сечения с использовани-
ем оптимальной функции h*(s) (см. рис. 4), 
решения однокритериальной оптимизаци-
онной задачи (III) позволяет существенно 
уменьшить на контактной границе «под-
кладка-слизистая» как напряжения, так и ве-
личину разброса их значений. В отдельных 
случаях путем выбора значения параметра α 
в критерии (4) удается за счет рационального 
выбора формы плоского сечения подкладоч-
ного слоя существенно уменьшить значения 
обоих критериев (2) и (3) по сравнению с си-
туацией, когда подкладочный слой распреде-
лен равномерно (h*(s) ≡ const).

Таблица 2
Результаты оптимизации формы подкладочного слоя

№ п/п f_min f_max f_max-f_min
1 8,8114555713 36,2861158924 27,4746603211
2 4,2370643197 27,0801421489 22,8430778292



279

ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ    № 4, 2014

МЕДИЦИНСКИЕ НАУКИ

                                а                                                                        б
Рис. 5. Результаты оптимизации формы подкладочного слоя: 

а – начальное (равномерное –h*(s) ≡ const) распределение толщины слоя; 
б ‒ близкое к оптимальному распределение толщины слоя (h*(s) ≠ const)

В табл.  2 приведены результаты опти-
мизации формы подкладочного слоя. В этой 
таблице содержатся данные о минимальном 
(f_min), максимальном (f_max) значениях 
напряжений, возникающих на контактной 
границе «подкладка-слизистая», а также – 
их разности (fmax – f_min). В первой стро-
ке таблицы указаны перечисленные данные 
о напряжениях для случая, когда подкла-
дочный слой распределен равномерно (име-
ет фиксированную толщину – h*(s) ≡ const, 
s  [0, L(γ)]) (рис. 5(а)). Во второй строке – 
для случая, когда материал подкладочного 
слоя специальным образом перераспреде-
лен (рис. 5(б)). В обоих случаях площадь P 
сегмента, соответствующего подкладочно-
му слою, одна и та же.

Здесь в результате решения задачи 
минимизации критерия (4) при α = 0,5 
удается определить достаточно близкое 
к оптимальному распределение толщины 
подкладочного слоя. За четыре последова-
тельных вариации (5) границы γ* удается 
на 25 % уменьшить максимальное значе-
ние напряжения и на 17 % понизить значе-
ние разности максимального и минималь-
ного значений напряжений на контактной 
границе «подкладка-слизистая» (табл. 2). 
При этом изменение значения α = 0,5 при-
водит к тому, что на контактной границе 
«подкладка-слизистая» либо значительно 
увеличиваются значения напряжений «в 
целом», либо существенно увеличивается 
их разброс.

Заключение
Результаты вычислительных экспери-

ментов с использованием реальных данных 
свидетельствуют, что форма фронтального 
плоского сечения подкладочного слоя в ши-

нирующем дуговом протезе является тем 
ресурсом, за счет рационального или опти-
мального использования которого можно 
добиться значительного снижения негатив-
ного воздействия функциональной жева-
тельной нагрузки на слизистую оболочку 
протезного ложа.

Работа выполнена в рамках программ 
фундаментальных исследований Президиу-
ма РАН «Динамические системы и теория 
управления» при поддержке УрО РАН (про-
ект 12-П-1-1022), (проект 13-1-006-НПО), 
«Информационные, управляющие и интел-
лектуальные технологии и системы» (про-
ект 12-П-1-1023).
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