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Методами прикладной математики обработаны результаты экспериментальных исследований биораз-
ложения нитробензола и анилина в модельных почвах. Способ очистки и восстановления почв территорий 
промышленного назначения, загрязненных в результате аварийных проливов, основан на внесении сооб-
ществ живых организмов, способных к биодеградации загрязняющих веществ, и на стимуляции почвенной 
микрофлоры. Для интенсификации аборигенной микрофлоры почв с целью очистки от амино- и нитроаро-
матических соединений использована биомасса активного ила, адаптированного к веществам-загрязните-
лям в лабораторных и промышленных условиях. Выполнена аппроксимация данных по результатам экс-
периментов, что позволило уточнить оптимальную дозу ила, позволяющую достичь максимальной скорости 
биоразложения, определить расчетный расход биомассы ила для ликвидации загрязнений почв с известной 
концентрацией и глубиной проникновения по почвенному профилю. Предложена методика аппроксимации 
зависимости концентрации загрязняющего вещества в почве от дозы внесенного ила и времени выдержки. 
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The experimental studies results of nitrobenzene and aniline biodegradation at industrial site soils been 
processed by applied mathematical methods. The site been contaminated during the accident outfl ow. In the capacity 
of biopreparation was used activated sludge that was adapted to the priority pollutants in laboratory and industrial 
conditions. The method based on introduction of biological products from different groups of microorganisms, 
capable of pollutant biodegradation, and on stimulation of natural microfl ora of contaminated soils. In order to adjust 
the optimal sludge dose to achieve maximum possible biodegradation pollutants speed carried out an approximation 
of the experimental data, which allowed determining the rated consumption of sludge biomass for decontamination 
with a known concentration and depth of migration of substances in the soil profi le. The approximation method of 
pollutant concentration dependence from the applied sludge doses and exposure time introduced. Derived results of 
optimal sludge doses and depends were confi rmed by fi eld observation.
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Перспективными способами очистки 
почв промышленного назначения являются 
биотехнологические методы, основанные 
на внесении сообществ живых организмов, 
способных к биодеградации загрязняющих 
веществ, и на стимуляции естественной ми-
крофлоры почв. 

Известным методом стимуляции микро-
флоры загрязненных почв является исполь-
зование осадков сточных вод, отвечающих 
требованиям безопасного использования 
для биологической рекультивации нару-
шенных земель (согласно ГОСТ Р 54534-
2011). В большей степени в литературе 
описаны результаты исследований и при-
менения методов биологической рекульти-
вации нефтезагрязненных земель, терри-
торий горно-обогатительных комбинатов 
и участков излива стоков угольных шахт, 
рекультивации полигонов захоронения ком-
мунальных отходов и др. Для широкого 

спектра токсичных соединений, к которым 
относятся и нитро- и аминоароматические 
соединения, методы восстановления почв 
не разрабатывались.

Внесение в загрязненные почвы осад-
ков сточных вод благоприятно из-за посту-
пления больших объемов метаболически 
активных микроорганизмов и присутствие 
макро- и микроэлементов, важных для био-
логических процессов в почве. В то же время 
токсичные соединения в загрязненных по-
чвах снижают активность биомассы живых 
организмов, поэтому для рекультивации на-
рушенных земель могут быть использованы 
организмы, устойчивые к специфическому 
загрязнителю [5]. При очистке сточных вод 
анилино-красочных производств в г. Перми 
и г. Березники длительное время использо-
вался метод интенсивной биологической 
очистки, разработанный учеными политех-
нического института (г. Пермь), института 
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органических полупродуктов и красителей 
(НИИОПиК, г. Москва) и заводскими лабо-
раториями. Для разработки способа очист-
ки почвы, загрязненной анилином и ни-
тробензолом, проведены исследования 
снижения концентрации веществ-загрязни-
телей в модельных пробах почвы при вне-
сении активного ила из системы биологи-
ческой очистки промстоков предприятия 
[6, 7]. Методами прикладной математики 
обработаны результаты экспериментальных 
исследований биоразложения нитробензола 
и анилина и получены уточненные значения 
оптимальной дозы реагента на основе ак-
тивного ила, адаптированного к веществам-
загрязнителям, с целью увеличения эффек-
тивности процесса биоразложения. 

Экспериментальное исследование
Для моделирования технологических 

проливов на землю подготовлены модель-
ные пробы почвы: 

а) 10 до 1000 мг нитробензола на 1 кг 
почвы;

б) 100 до 10 000 мг анилина на 1 кг почвы. 
В образцы вносились дозы активного 

ила и комплексное минеральное удобре-
ние (N:Р:К в соотношении 2:1:1). Иссле-
дуемые образцы почвы выдерживались от 
3 до 5 дней в условиях постоянной влаж-
ности почвы, сохраненияе стабильной 
температуры +10 °С, рыхления почвы. 
Остаточное содержание загрязняющих 
веществ определялось фотометрическим 
(на основе ПНД Ф 14.1:2.252-08) и газо-
хроматографическим (МУК 4.1.1207-03) 
методами. В качестве безопасного уров-
ня загрязнения принимались значения 
рекомендованного допустимого содер-
жания для земель промышленного на-
значения: для нитробензола в почве – 
0,26 мг/кг, анилина – 17 мг/кг [2, 9]. 
Результаты экспериментов представлены 
в табл. 1 и 2. 

Таблица 1
Результаты экспериментальных исследований снижения концентрации нитробензола 

в образцах почвы 

Параметр
Экспозиции 

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5ф* 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5ф* 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5ф*
Доза внесенного 
активного ила, 
мг/кг сухого веще-
ства почвы

10 100 500 2000 – 10 100 500 2000 – 10 100 500 2000 –

День эксперимента Остаточное содержание нитробензола, мг/кг сухого вещества почвы (среднее значение)
7 2,01 2,05 1,55 0,89 9,21 23,31 29,87 21,23 10,86 88,74 834,98 554,01 432,80 170,74 889,20
14 1,33 1,37 1,06 0,67 8,96 18,97 24,46 19,47 8,74 80,58 807,90 504,08 250,61 129,01 874,61
21 1,31 1,25 1,05 0,57 8,40 15,42 17,28 12,68 5,27 70,09 774,65 421,07 180,96 77,54 811,07
28 1,26 1,06 1,05 0,55 8,33 10,41 9,58 2,02 1,44 66,50 763,89 327,98 157,90 25,96 795,21

Таблица 2
Результаты экспериментальных исследований снижения концентрации анилина 

в образцах почвы 

Параметр
Экспозиции

1.1 1.2 1.3 1.4ф 1.5ф* 2.1 2.2 2.3 3.1ф* 3.2 3.3 3.4
Доза внесенного активного 
ила, мг/кг сухого вещества 
почвы

1000 2000 4000 – – – 400 400 – 1000 1000 500

День эксперимента Остаточное содержание анилина, мг/кг сухого вещества почвы (среднее значение)
3–5 1,08 0,53 1,38 1,23 – 17,49 13,23 31,75 459,84 478,66 423,44 442,58

6–10 0,39 0,50 0,85 1,06 0,22 11,69 11,82 16,05 332,23 20,41 13,34 16,18
14–28 0,31 0,09 0,60 0,96 0,21 11,53 8,49 8,05 214,47 15,16 12,81 14,23

П р и м е ч а н и е .  * 1.5ф – фоновая проба почвы (имеющая фоновый уровень содержания 
вещества-загрязнителя).

Результаты экспериментов показали, что 
при дозе внесения ила 2 г/м2 концентрация 
анилина за 15 суток снижается до 90–99 % 
масс. Большие дозы внесения ила (до 4 г/м2) 
оказались менее эффективны. 

Методика построения 
математической модели

Для анализа разложения загрязняющих 
почву веществ (нитробензола и анилина) 
путем внесения активного ила целесообраз-
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но использовать аппарат математического 
анализа, позволяющий описать результаты 
экспериментальных измерений концентра-
ции нитробензола и анилина в почве непре-
рывными функциями; с использованием по-
лученных зависимостей можно определить 
условия получения максимальной скорости 
снижения концентрации указанных веществ 
в почве. Использование математического ап-
парата позволяет получать наиболее полные 
данные об исследуемых процессах; матема-
тическое моделирование экономично, зна-
чительно более информативно в сравнении 
с экспериментальными методами, позволяет 
делать превентивные оценки для ситуаций, 
натурное моделирование которых экономи-
чески нецелесообразно или опасно [1].

Эволюционные процессы, аналогичные 
рассматриваемым (радиоактивный распад, 
разложение вещества, снижение концен-

трации и прочие), как правило, описыва-
ются с использованием экспоненциальных 
зависимостей. Анализ данных натурных 
измерений концентрации анилина в почве 
(рис. 1) показывает, что рассматриваемый 
процесс также можно описать экспоненци-
альной зависимостью вида
  (1)
где t – время, независимая переменная; I – 
доза вносимого активного ила, параметр; 
k(I) определяет зависимость изменения 
концентрации вещества (нитробензола или 
анилина) в почве от дозы активного ила. 
Функцию k(I) целесообразно представить 
разложением по степеням I дозы активного 
ила, то есть в виде частичной суммы ряда 
Тейлора: 

 (2)

     
                               а                                                                             б

Рис. 1. Данные натурных измерений концентрации в почве нитробензола (а) 
и анилина (б) (A, мг/кг) в зависимости от дозы ила (I, мг/кг) и времени t (сутки)

В разложении (2) в первом приближении 
следует ограничиться первыми тремя слага-
емыми (квадратичная аппроксимация): 
  (3)

Таким образом, зависимость концентра-
ции каждого из рассматриваемых веществ 
в почве представляется выражением

  (4)

где A0, a0, a1, a2 – параметры, подлежащие 
определению на основе эксперименталь-
ных данных, уникальные для каждого из 
рассматриваемых случаев. Очевидно, что 
при t = 0 из выражения (4) следует

  (5)
то есть коэффициент A0 играет роль на-
чальной концентрации вещества в почве. 
Для определения остальных параметров 



1858

FUNDAMENTAL RESEARCH    № 12, 2014

TECHNICAL SCIENCES
a0, a1, a2 используется метод наименьших 
квадратов [4], хорошо зарекомендовавший 
себя при аппроксимации данных экспери-
ментальных исследований. Для удобства 
преобразований в дальнейшем используют-
ся приведенные значения,

  (6)

Далее выражение (6) логарифмируется,

  (7)
и строится функция трех переменных, опре-
деляющая отклонение зависимости u(t, I) от 
логарифмов экспериментальных значений 
Aexp(t; I) концентрации рассматриваемого 
вещества в почве:

  (8)

где Ii – экспериментальные значения дозы 
активного ила; tj – фиксированные в экспе-
рименте моменты времени. Согласно алго-
ритму метода наименьших квадратов коэф-
фициенты a0, a1, a2 определяются из условия 
минимума отклонения u(t, I) зависимости 
(7) от логарифмических значений Aexp(t; I), 
то есть минимума квадратичной функции 
δ(a0, a1, a2). Согласно необходимому при-
знаку экстремума [3] минимум функции (8) 
определяется из условий

     

  (9)

Дифференцирование выражения (8) 
приводит к системе линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно коэффициен-
тов a0, a1, a2:

  (10)

или 

  (11)

Формирование системы уравнений (11) 
с использованием данных натурных изме-
рений и ее решение позволяет определить 
коэффициенты a0, a1, a2 и, с учетом началь-
ного значения концентрации A0 загрязни-
теля в почве, сформировать в явном виде 
зависимость (4) содержания рассматрива-
емого вещества в почве от времени и дозы 
вносимого активного ила.

Дополнительным вопросом исследо-
вания является установление оптималь-
ной дозы активного ила, обеспечиваю-
щей наибольшую скорость снижения 
концентрации загрязняющих почву ни-
тробензола и анилина. Скорость измене-
ния концентрации загрязнителя в почве 
определяется производной по времени 
функции (4):

  (12)
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Полученное выражение (12) зависит от 

времени t; целесообразно определить такое 
значение дозы активного ила, которая га-
рантирует наибольшую скорость с самого 
начала процесса разложения, то есть начи-
ная с t = 0, 
  (13)

Для определения максимального значе-
ния скорости разложения загрязнителя выра-
жение (13) дифференцируется по параметру I,

  (14)

и полученное выражение (14), согласно не-
обходимому признаку экстремума [3], при-
равнивается к нулю,

  (15)
что приводит к линейному уравнению 
  (16)

Отсюда следует

  (17)

Зависимость от времени (4) концентра-
ции загрязнителя при условии экстремаль-
ной скорости разложения принимает вид

  (18)

Проверка знака второй производной,

  (19)

позволяет проверить вид экстремума ско-
рости (максимальное или минимальное 
значение достигается при найденном зна-
чении I*).
Концентрация нитробензола в почве
Для выявления основных закономер-

ностей влияния активного ила на интен-
сивность разложения нитробензола в по-
чве на основе экспериментальных данных 
(табл. 1, рис. 1, а) с использованием изло-
женной методики построена зависимость 
вида (4), аппроксимирующая изменение 
концентрации этого соединения в зависи-
мости от времени наблюдения и доз вноси-
мого ила (рис. 2). 

Рис. 2. Аппроксимация данных измерений концентрации нитробензола в почве (A, мк/кг) 
в зависимости от дозы ила (I, мк/кг) и времени (t, сут)

Решение системы уравнений (11) позво-
лило определить значения искомых коэф-
фициентов:
a0 = –0,443316∙10–1;  a1 = –0,153705∙10–3; 

a2 = 0,526673∙10–7.
Это означает, что зависимость (4) кон-

центрации нитробензола в почве представ-
ляется выражением

  (20)
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Решение уравнения (15) позволяет опре-

делить искомое значение дозы активного 
ила, доставляющее максимальное значение 
скорости снижения концентрации:

При найденном значении I* выражение 
(18) принимает вид

Поскольку вторая производная (19) ап-
проксимирующей функции 

положительна, скорость изменения концен-
трации нитробензола в почве, определяемая 
выражением (13), при найденном значении 
I* достигает своего минимального (в част-
ности, отрицательного) значения. Но это 
как раз и означает, что скорость убывания 
функции (19) при I* будет наибольшей. 

По результатам натурного экспери-
мента для разложения всех опробованных 
проливов нитробензола в техногенных по-
чвах наиболее эффективной признана доза 
2000 мг/кг (2 г/кг) сухого вещества почвы, 
что близко к теоретически найденному зна-
чению 1459 мк/кг. При внесении такой дозы 
ила достигалось разложение нитробензола 
с его остаточным содержанием по истече-
нии 28 дней 1,4–5,5 % масс. Расчетное ко-
личество комплексных минеральных удо-
брений, необходимых при использовании 
такой дозы ила, составило 4,8 мг/кг сухого 
вещества почвы.

Концентрация анилина в почве
Аналогичное исследование выполне-

но для аппроксимации на основе экспе-
риментальных данных (табл. 2, рис. 1, б) 
зависимости концентрации анилина от 
дозы активного ила и времени наблюдения 
[7, 8]. Разработанная методика позволила 
построить зависимость вида (4), аппрокси-
мирующая изменение концентрации анили-
на в почве (рис. 3). 

Рис. 3. Аппроксимация данных измерений концентрации анилина в почве (A, мк/кг) 
в зависимости от дозы ила (I, мк/кг) и времени (t, сут)

Решение системы уравнений (11) дает 
значения коэффициентов

a0 = –0,076630;   a1 = –0,246321; 

a2 = 0,052660,

то есть зависимость (4) концентрации ни-
тробензола в почве представляется выра-
жением 

  (21)
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Значение дозы активного ила, доставля-

ющее максимальное значение скорости из-
менения концентрации, равно

что позволило преобразовать выражение 
(19) к виду

Поскольку вторая производная (17) ап-
проксимирующей функции 

также положительна, скорость изменения 
концентрации нитробензола в почве при 
найденном значении I* достигает своего 
минимального (отрицательного) значения, 
следовательно, скорость убывания функции 
(19) при I* будет наибольшей. 

Выводы
Методом аппроксимации зависимости 

концентрации загрязняющего вещества 
в почве от времени выдержки и дозы внесе-
ния активного ила определены условия до-
стижения максимальной скорости убывания 
концентраций нитробензола и анилина. Ре-
зультаты, полученные при математическом 
моделировании, соответствуют величинам 
оптимальных доз биомассы активного ила, 
выявленным в экспериментальных исследо-
ваниях.

Исследование выполнено при финансо-
вой поддержке РФФИ в рамках научного 
проекта № 13-05-96025 р_урал_а.
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