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РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ДЛЯ ПОЛИГОНА ТВЕРДЫХ БЫТОВЫХ ОТХОДОВ
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К физическим процессам, протекающим в массиве твердых бытовых отходов (ТБО), относятся тепло и мас-
соперенос, растворение и диффузия. Движущей силой теплопереноса является разность температур, при этом 
температура оказывает большое влияние на весь спектр процессов, протекающих на полигоне ТБО. Воздействие 
температуры в значительной степени определяет характер протекания химико-биологических процессов и влия-
ет на состояние системы в целом. В связи с этим разработана задача теплопроводности в массиве ТБО с исполь-
зованием метода конечных элементов, включающего в себя дифференциальную и вариационную постановки 
задачи теплопроводности на полигоне ТБО. Решена задача теплопроводности с использованием метода конеч-
ных элементов. Для расчета температурных полей разработан пакет программ «Work», предназначенный для 
определения стационарных и нестационарных температурных полей в плоских областях. В пакете реализован 
стандартный метод конечных элементов (МКЭ), применяемый для решения различных задач теплопроводности. 
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The physical processes occurring in the array of municipal solid waste (MSW) are heat and mass transfer, 
dissolution and diffusion. The driving force is the temperature difference between the heat transfer, the temperature 
has a great infl uence on the whole spectrum of processes occurring at the landfi ll. Infl uence of temperature largely 
determines the character of the chemical and biological processes and affect the state of the VET system as a 
whole. In this regard, developed heat conduction problem in an array of MSW using the fi nite element method, 
includes a differential and variation formulation of the problem of heat conduction at the landfi ll. The problem 
of thermal conductivity using the fi nite element method. For the calculation of the temperature fi elds developed 
software package «Work», designed to determine the stationary and non-stationary temperature fi elds in fl at areas. 
The package with the standard fi nite element method (FEM) is used to solve various problems of heat conduction.
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Математическое моделирование в эко-
логии приобретает все большее значение, 
что может принести существенные резуль-
таты в области моделирования макродли-
тельных экспериментов, прогнозировании 
и синтезе свойств исследуемой системы. 
В работе рассматривается моделирование 
тепловых полей на полигоне захоронения 
ТБО [5]. Температура является определяю-
щим фактором, влияющим на химические 
и биологические процессы, протекающие 
в теле полигона [1, 2].

Целью представленной работы явля-
лось моделирование процессов теплопере-
носа на полигонах ТБО.

Материал и методы исследования
При обосновании методов теплопереноса ис-

пользовался метод конечных элементов, методы 
математического и имитационного моделирования. 
Объектом исследований являлись тепловые потоки, 
протекающие на объектах утилизации отходов, рас-
сматриваемые как объекты моделирования и управ-

ления. Материалом исследования являлись твёрдые 
бытовые отходы.

Результаты исследования
и их обсуждение

Дифференциальная постановка зада-
чи. Процесс теплопереноса на полигоне 
ТБО задан в области  в R3 c границей S, 

  на части границы Si 
заданы граничные условия 1-го рода (изо-
лированный экран), на части Sk заданы гра-
ничные условия 3-го рода (конвективный 
теплообмен) (рис. 1) [8, 9].

Уравнение теплопроводности в сплош-
ной среде имеет следующий вид [2]:

   (1)

где t – температура; КХХ, КУУ, КZZ – коэффи-
циенты теплопроводности в направлениях 
х, у, z; Q – внутренний источник тепла, при 
граничном условии 

  (2)
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где h – коэффициент теплообмена, кВт/м2; 
t – температура на границе; tос – температу-

ра окружающей среды; q – точечный источ-
ник тепла.

Рис. 1. Сечение полигона с граничными условиями 1-го и 3-го рода

Для нахождения приближенного реше-
ния дифференциальной задачи (1), (2) с по-
мощью таких численных методов, как ме-
тод Ритца, Бубнова – Галеркина, конечных 
элементов (МКЭ), требуется построение 

вариационных аналогов исходных диффе-
ренциальных задач.

Вариационная постановка задачи. Вари-
ационный аналог будет представлен мини-
мизацией следующего функционала:

   (3)

Для минимизации функционала на мно-
жестве узловых значений с различными 
характеристиками материала объемный 
интеграл должен быть представлен в виде 

суммы интегралов, каждый из которых вы-
числяется по отдельному элементу. Матри-
ца теплопроводности элемента имеет сле-
дующий вид [12, 3]:

  (4)

В качестве дискретного элемента для 
разбивки используем треугольный элемент. 
Функция формы для линейного треуголь-
ного элемента имеет вид

  β = i, j, k. (5)

  (6)

Матрица градиентов [В]:

  (7)

Матрица свойств материала [D]:

  (8)

Теперь объемный интеграл примет сле-
дующий вид:

  (9)
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Предполагая толщину элемента единич-

ной, заменим dV на dA. Подынтегральное 
выражение в (9) постоянно и может быть 
вынесено за знак интеграла:

  (10)

Вычисляя произведение матриц, имеем

  (11)

Второй интеграл должен быть вычислен по поверхности: 

  
Подставляя в матрицу [N] функции формы и выполняя мат ричное умножение, получаем

  (12)

Программная реализация
Для расчета температурных полей разра-

ботан пакет программ «Work», предназначен-
ный для определения стационарных и неста-
ционарных температурных полей в плоских 
областях [4, 6, 7]. В пакете реализован стан-
дартный метод конечных элементов (МКЭ), 
применяемый для решения различных задач 
теплопроводности. Функционально пакет 
разделен на две отдельные части: Grid – для 

разбивки рабочей области на конечные эле-
менты; Vega – для решения плоской задачи 
теплопроводности. Рассмотрим основные 
этапы работы с программой «Work».

Расчет теплофизических свойств 
фракций отходов

Для определения коэффициентов тепло-
емкости и теплопроводности использованы 
источники [11, 13] (таблица). 

 Теплофизические свойства фракций отходов

Компонент Теплопроводность, кал/(см∙с∙град) Теплоемкость, ккал/ кг
Бумага 144–308.10–6 3390
Пищевые отходы 130.10–6 890
Дерево 120.10–6 3410
Металл 0,136 49
Стекло 400–470.10–6 23
Резина 500.10–6 5670
Камни 2629.10–6 23
Текстиль 95–120.10–6 3460

Разбивка рабочей области 
на конечные элементы

Для разбивки рабочей области на ко-
нечные элементы (КЭ) необходимо пред-
варительно разделить ее на зоны, каждая 
из которых образована восемью опорными 
узлами. Данную операцию можно прове-
сти либо вручную, либо с использованием 
специальных утилит для автоматического 
задания координат и номеров опорных уз-

лов. До разбивки следует выполнить эскиз 
исследуемой области, выбрать необходимое 
число зон, опорных узлов, занумеровать 
зоны и узлы, нумерация сторон в каждой 
зоне ведется против хода часовой стрел-
ки. Информация по разбивке формируется 
в файлах «Work» с расширениями in1, in2, 
in3. Далее запускается модуль «Maingrid». 
Происходит формирование файла гранич-
ных условий. Для формирования файла за-
пускается программа «Bc_trm». Исходные 
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данные для «Bc_trm» собирают в текстовом 
файле «Work.ggg». Расчет температурных 
полей создается в файле «Work.reg».

Для построения диаграммы температур-
ных полей рис. 2 использована программа 
AXUM 5.0.

Рис. 2. Распределение температурных полей по сечению полигона

Применение методов системного анали-
за и кибернетики в управлении системами 
ПТО открывает возможность исследования 
и организации безопасного функциониро-
вания объекта депонирования ТБО в усло-
виях, когда информация последовательно 
накапливается и реализуется в виде алгорит-
мов для ЭВМ. В этом случае управляющие 
действия будут направлены на минимиза-
цию жизненного цикла природно-техниче-
ских систем утилизации отходов, что имеет 
важное значение [14]. Внедрение автома-
тизированного рабочего места конструкто-
ра-проектировщика полигона ТБО уже на 
этапе проектирования позволит ускорить 
выполнение проектной документации и по-
высить безопасность эксплуатации природ-
но-технической системы депонирования 
отходов на этапах её эксплуатации и рекуль-
тивации [8, 10, 15].
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